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 01التمريه:  

n  3نضع . عدد صحٌح 7a n  1 وb n .  

 .4 ٌكون قاسما للعدد d فإنb وa:  قاسما لـdـ أثبت أنه إذا كان العدد
الحل 

3a ٌقسم d  ومنه b وa ٌقسم dلدٌنا  b 3 ولدٌنا 3 7 3 1 4a b n n      إذن d 4 ٌقسم العدد. 

 :02التمرٌن 
 .3عددا طبٌعٌا أكبر من أو ٌساوي nلٌكن 

5n: برهن أن  2 مضاعف لـn  3 إذا وفقط إذا كانn  9 أوn  
الحل 

 5 0 2n n   معناه  2 7 0 2n n    أي  7 0 2n  ومنه  2 1,7n   3 أيn  9 أوn . 

 03التمرٌن: 

n و a عددان صحٌحان حٌث a 1 ٌقسمn  2 و 3n n . 

2 ٌقسم aأ ـ بٌن أن  2 1n n . 
3 ٌقسم aب ـ استنتج أن  2n . 

 .5 ٌقسم aجـ ـ بٌن إذن أن 

 .aد ـ ماهً القٌم الصحٌحة الممكنة لـ 
الحل 

2 ٌقسم aأ ـ تبٌٌن أن  2 1n n . 

1n ٌقسم aلدٌنا   ومنه a ٌقسم  
2

1n  أي a 2 ٌقسم 2 1n n . 

3 ٌقسم aب ـ استنتاج أن  2n . 

2 ٌقسم aلدٌنا  2 1n n  2 و ٌقسم 3n n  ومنه a ٌقسم  2 23 2 1n n n n     أي a 3 ٌقسم 2n . 

 .5 ٌقسم aجـ ـ تبٌٌن أن 

a  3قاسم لـ 2n  1 و قاسم لـn  إذن a قاسم لـ  3 2 3 1n n   أي a 5 قاسم للعدد. 

 إذن 5 قاسم للعدد aلدٌنا  1,5, 1, 5a  . 

 04التمرٌن: 

 : التً تحققnعٌن الأعداد الطبٌعٌة 

1  . 3 4 5n  

2 . 2 4 5n  

3 . 2 5n n
 

4 . 5 2 7n  

5  . 2 3 4 0 7n n  
 

6 . 2 0 2n n n   . 

الحل 
1 . 

 5 4 3 2 1 n  

 5 2 4 1 3 3n  

 3 4 5n  ًٌعن  3 5n  5 أي 3n p  حٌث p. 

 :2طرٌقة  3 4 5n  معناه  6 8 5n  لكن  6 1 5 و  8 3 5 ومنه  3 5n  5 أي 3n p  حٌث p. 

2 . 

 5 4 3 2 1 n  

 5 1 4 4 1 2n  
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 2 4 5n  ًٌعن  2 5n  أو  3 5n  5 أي 2n p  5 أو 3n p  مع p. 

: 2طرٌقة  2 4 5n  ًٌعن  2 4 0 5n   ومنه     2 2 0 5n n   أي  2 0 5n   أو  2 0 5n   لأن 

 أولً؛ ومنه 5العدد  2 5n  أو  2 5n   وعلٌه  2 5n  أو  3 5n  ً5 وبالتال 2n p  5 أو 3n p  

 .                       pمع 

3 . 

 5 4 3 2 1 0 n  

 5 1 4 4 1 0 2n  

 2 5n n ًٌعن  0 5n  أو  1 5n  5 أيn p 5 أو 1n p  مع p. 

: 2طرٌقة  2 5n n ًٌعن  2 0 5n n  ومنه    1 0 5n n   أي  0 5n  أو  1 0 5n   5 لأن العدد 

أولً؛ ومنه  0 5n  أو  1 5n  5 وعلٌهn p 5 أو 1n p  مع p     . 

لدٌنا  .  4 5 2 7n  و  5 2 0 7  أي  2 5 7   ومنه  5 5 7n   وعلٌه  1 7n   ًوبالتال  6 7n  أي 

7 6n p  مع p     . 

5 . 2 3 4 0 7n n   و  3 4 0 7  أي  4 3 7   ومنه  2 4 4 0 7n n   ومنه    
2

2 0 7n   إذن 

 2 0 7n   ومنه  2 7n   إذن   5 7n  7 أي 5n k  مع k    . 

6 . 2 0 2n n n   ًتعن    1 0 2n n n   1 والعددانn  2 وn  أولٌان فٌما بٌنهما لأنهما عددان طبٌعٌان 

متتابعان إذن حسب مبرهنة غوص ٌكون  0 2n n  ولدٌنا  2 0 2n n   إذن بالطرح نجد 

 2 0 2n n n    أي  2 0 2n  ومنه  2 1,2n   0 أيn (   .1n  مرفوض ). 

 05التمرٌن: 

n 1 عدد صحٌح ٌختلف عن. 

3نضع  5a n  1 وb n . 

 13: أـ تحقق أن 8a b  

التً ٌكون من أجلها  nب ـ جد قٌم العدد الصحٌح     
a

b
 . عددا صحٌحا

2 نفرض أن nًعدد طبٌع. 

أ ـ برهن أن       gcd ;p a b 8 هو قاسم للعدد. 

بحٌث ٌكون  nب ـ عٌن قٌم العدد الطبٌعً      gcd ; 8p a b     . 

الحل 

13: أـ التحقق أن 8a b  

 3 3 5 3 1 8a b n n      3 ومنه 8a b . 

التً ٌكون من أجلها  nب ـ اٌجاد قٌم العدد الصحٌح 
a

b
 . عددا صحٌحا

لدٌنا 
3 8 8

3
a b

b b b


  . 

a

b
 عدد صحٌح معناه  1,2,4,8b  ومنه  1 1,2,4,8n   أي  2,3,5,9n. 

أ ـ برهان أن . 2 gcd ;p a b 8 هو قاسم للعدد. 

 نضع gcd ; dp a b  لدٌنا إذن d ٌقسم aوٌقسم b ومنه d ٌقسم a3 وٌقسمb 3 فهو ٌقسمa bأي d 8 قاسم للعدد. 

بحٌث ٌكون  nب ـ تعٌٌن قٌم العدد الطبٌعً  gcd ; 8p a b     . 
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8d  معناه كل من aو b ومعناه 8 مضاعف للعدد a2 و8 مضاعف لـb2 ومنه 8 مضاعف لـa b8 مضاعف لـ 

2ولدٌنا  3 5 2 2 7a b n n n       7 ومنه 8n k  8 أي 7n k  مع *k . 
 .ٌمكن الاعتماد على الموافقات

8d   معناه 
 

 

0 8

0 8

a

b

 




 ومنه  
 

 

3 5 0 8

1 0 8

n

n

  


 

 ومنه  
 

 

3 5 8

1 8

n

n

  




 وعلٌه  
 

 

3 3 8

1 8

n

n

 




 أي  1 8n  ًوبالتال 

8 1n p  مع p. 

 06التمرٌن: 

n 5 عدد طبٌعً حٌثn نعتبر العددٌن ،xو yحٌث  : 

  22 7 4x n n   ،  3 2 12y n n n  . 

1  بٌن أن كل من العددٌنxو yٌقبل   4n . 

2 2:  نضع 1n   ، 3n    و ,d PGCD  . 

 .d      أ ـ عٌن القٌم الممكنة للعدد 

:       ب ـ برهن أنه إذا كان 0 5  و  0 5  فإن  2 0 5n  . 

5d التً ٌكون من أجلها n      ج ـ عٌن قٌم  . 

3برهن أن  : ; 1PGCD n   

4 أ ـ عٌن حسب قٌم العدد  ;PGCD x y. 

7n     ب ـ تحقق من النتٌجة السابقة من أجل   ، 8n . 
الحل 

1 تبٌٌن أن كل من العددٌنxو yٌقبل القسمة على   4n . 

4nمن أجل   : 

لدٌنا 
22 4 7 4 4 32 28 4 0x          إذن x ٌقبل القسمة على  4n . 

3ولدٌنا  24 4 12 4 64 16 48 0y         إذن y ٌقبل القسمة على  4n . 

 .dأ ـ تعٌٌن القٌم الممكنة للعدد . 2
2 أي ٌقسم  و  ٌقسم أي مزج خطً بٌن d إذن و ٌقسم  ٌقسم dلدٌنا   2 ولدٌنا 5   ومنه d ٌقسم 

 إذن 5 1,5d . 

: ب ـ برهان أنه إذا كان 0 5  و  0 5  فإن  2 0 5n  . 

 

 

0 5

0 5





 




 ٌكافئ 
 

 

2 1 0 5

3 0 5

n

n

  


 

 معناه      2 1 3 0 5n n    أي  2 0 5n   

5d التً ٌكون من أجلها nج ـ تعٌٌن قٌم  . 

5d  معناه  0 5  و  0 5  ومنه  2 0 5n   إذن  2 5n  5 أي 2n k  مع k . 

3تبٌٌن أن  : ; 1PGCD n   

تذكٌر :aو b أولٌان فٌما بٌنهما إذا وفقط إذا وُجد عددان صحٌحان uو v 1 بحٌثua vb . 

2لدٌنا  1n   إذن حسب مبرهنة بٌزو العددان  و n ًأولٌان فٌما بٌنهما وبالتال  ; 1PGCD n . 

4أ ـ تعٌٌن حسب قٌم n العدد  ;PGCD x y. 

لدٌنا   24 3x n n n   ومنه    4 3x n n n   أي  4x n n  

و   4 2 1y n n   أي  4y n  . 

      ; 4 ; 4PGCD x y PGCD n n n    ومنه      ; 4 ;PGCD x y PGCDn n   

 أولٌان فٌما بٌنهما ومنه n و ولدٌنا العددان    ; ;PGCD Pn GCD   . 
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إذن      ; 4 ;PGCD x y PGCDn   . 

5لدٌنا حسب ما سبق إذا كان  2n k  فإن  ; 5PGCD    ومنه    ; 5 4PGCD x y n . 

5اذا كان  2n k  فإن  ; 1PGCD    ومنه  ; 4PGCD x y n . 

7nب ـ التحقق من النتٌجة السابقة من أجل   ، 8n . 
7nمن أجل   5 أي 1 2n    5 إذن 2n k . 

لدٌنا 
22 7 7 7 4 45x       3  و 27 7 12 7 210y      إذن  ; 15PGCD x y  ومنه 

   ; 5 7 4PGCD x y   أي    ; 5 4PGCD x y n  . 

8nمن أجل   5 أي 2n k . 

لدٌنا 
2

2 8 7 8 4 68x       3  و 28 8 12 8 352y      إذن  ; 4PGCD x y  ومنه 

 ; 8 4PGCD x y   أي  ; 4PGCD x y n  . 

 2013بكالوريا شعبة رياضيات  :07التمرٌن 

1.nًنعتبر العددٌن الصحٌحٌن .  عدد طبٌع و 32: ، حٌث 14 2n n    3 وn  . 

يٌّن أنيّ  :     أ ـ ب   ; ;10PGCD PGCD   .(  ٌرمزPGCD إلى القاسم المشترك الأكبر ) 

    ب ـ ماهً القٌم الممكنة للعدد  ;PGCD  . 

يٌّن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً  ، بحٌث ٌكون n    جـ ـ ع ; 5PGCD   . 

 .11 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ ادرس، حسب قٌم العدد الطبٌعً. 2

يٌّن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً :  التً تحقق الجملة التالٌةn    ب ـ ع
 

 

54 4 0 11

2 10

n n n

n

   




. 

الحل 

: أ ـ تبٌٌن أننّ    ; ;14PGCD PGCD  . 

 نجد  على بإجراء القسمة الإقلٌدٌة للعدد  22 6 4 10n n     22 وبوضع 6 4n n q   نجد 

10q  . 

نضع  ;PGCD d   و  ;10 'PGCD d . 

10qلدٌنا    10 ومنه q  . 

q ٌقسم d إذن  وٌقسم q ٌقسم d ومنه  ٌقسم dلدٌنا  أي d ومنه 10 ٌقسم d قاسم مشترك للعددٌن  و 

 .d' ٌقسم d وبالتالً 10

10q ٌقسم d' إذن 10 وٌقسم q ٌقسم d' ومنه  ٌقسم d'ولدٌنا   أي 'd ٌقسم  ومنه 'd قاسم مشترك للعددٌن 

 و  ًوبالتال 'd ٌقسم d وبما أن d ٌقسم 'd فإن 'd d إذن    ; ;14PGCD PGCD  . 

ب ـ القٌم الممكنة للعدد  ;PGCD  . 

 فإنيّ 10 ٌقسم dبما أنيّ  1,2,5,10d  . 

، بحٌث ٌكون nجـ ـ تعٌٌن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً  ; 5PGCD   . 

 ; 5PGCD    ًتعن  ;10 5PGCD   إذن  5 أي 10 ولٌس مضاعف للعدد 5 مضاعف للعددk  و 

2 1k   ومنه  5 2 1   10 معناه 5   3 إذن 10 5n    10 أي 2n   مع . 

 .11 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ دراسة، حسب قٌم العدد الطبٌعً. 2

 04 1 11 ، 14 4 11 ، 24 5 11 ، 34 9 11 ، 44 3 11 و  54 1 11. 

؛ pإذن من أجل كل عدد طبٌعً  54 1 11p  ، 5 14 4 11p  ، 5 24 5 11p  ، 5 34 9 11p  و  5 44 3 11p . 
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:  التً تحقق الجملة التالٌةnب ـ تعٌٌن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً
 

 

54 4 0 11

2 10

n n n

n

   




. 

 

 

54 4 0 11

2 10

n n n

n

   




 معناه  
 10 21 4 10 2 0 11

10 2n

 



    


 
 ٌكافئ  

 5 2 24 10 3 0 11

10 2n

 



    


 
 ٌكافئ  

 10 8 11

10 2n





  


 
 ٌكافئ  

 8 11

10 2n





  


 
 ومعناه 

11 8

10 2n

 



 


 
 إذن  10 11 8 2n    110 أي 82n   

 . عدد طبٌعًحٌث 

 08التمرٌن:  

 .11 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nادرس حسب قٌم العدد الطبٌعً . 1

5 حٌث A، العددnبرهن، أنه من أجل كل عدد طبٌعً. 2 1 5 2 5 315 2 26 3 125 1n n nA         11 ٌقبل القسمة على. 

:  بحٌثnعٌن قٌم العدد الطبٌعً . 3
 5 1 5 215 26 3 0 11

8 50

n n n

n

    


 
. 

الحل 

 .11 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nدراسة حسب قٌم العدد الطبٌعً . 1

 04 1 11 ، 14 4 11 ، 24 5 11 ، 34 9 11 ، 44 3 11 و  54 1 11. 

؛ pإذن من أجل كل عدد طبٌعً  54 1 11p  ، 5 14 4 11p  ، 5 24 5 11p  ، 5 34 9 11p  و  5 44 3 11p . 

5، فإن العدد nتبٌٌن، أنه من أجل كل عدد طبٌعً. 2 1 5 2 5 315 2 26 3 125 1n n nA         11 ٌقبل القسمة على. 

لدٌنا  15 4 11 ومنه  5 1 5 115 4 11n n  أي  5 115 4 11n   

و  26 4 11 ومنه  5 2 5 226 4 11n n  أي  5 226 5 11n  

و  125 4 11 ومنه  5 3 5 3125 4 11n n  أي  5 3125 9 11n  

إذن  4 2 5 3 9 1 11A       ومنه  22 11A  أي  0 11A إذن العدد A 11 ٌقبل القسمة على. 

:  بحٌثnتعٌٌن قٌم العدد الطبٌعً . 3
 5 1 5 215 26 3 0 11

8 50

n n n

n

    


 
. 

 5 1 5 215 26 3 0 11n n n    ًتعن  4 5 3 0 11n   تكافئ  9 3 0 11n  تكافئ    3 3 0 11n  وبما أن 

 أولٌان فٌما بٌنهما فإن 11 و 3العددان  3 0 11n  ومنه  3 11n   أي  8 11n  11 إذن 8n k  مع k . 

8ولدٌنا  50n  8 معناه 11 8 50k   0 ٌكافئ 11 42k  0 أي 3.8k  ومنه  0,1,2,3k  أي 

 8,19,30,41n. 

 09التمرٌن: 

1 يٌّن الأعداد الصحٌحة  والتً تحقق x ع 2 6 0 9x x  . 

2يٌّم العدد الطبٌعً  ( أ  ، ثم بٌن أنه من أجل كل عدد 9 على 7n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nادرس تبعا لق

n :          طبٌعً  27 4 9n n. 

 .9 على 4n الطبٌعٌة باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nاستنتج تبعا لقٌم  (ب      

:    حتى ٌكونعٌن قٌم العدد الطبٌعً  (      ج
 1 24 4 4 4 0 9

2010 2020

n n n 



      


 
 

3 2010 ما هو باقً قسمة العدد 20115 25 ؟9 على  

4عٌن الأعداد الطبٌعٌة n 27 التً ٌكون من أجلها العدد 7 6n n  9 مضاعفا للعدد   . 
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5 عٌن الثنائٌات الطبٌعٌة  ;x yبحٌث  : 7 4 2 9x y . 

الحل 

1 تعٌٌن الأعداد الصحٌحة x والتً تحقق  2 6 0 9x x  . 

 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 x  

 9  1      5 0 7 7 0 4 1 0 2x  

 9  8            4 0 8 0 3 8 6 6 2 6x x   

 2 6 0 9x x   معناه  4 9x  أو  6 9x  9 أي 4x k  9 أو 6x k  حٌث k . 

2م العدد الطبٌعً  ( أ نٌّ  .9 على 7n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nدراسة تبعا لق

 07 1 9 ، 17 7 9 ، 27 4 9 ، 37 1 9. 

p ،إذن من أجل كل عدد طبٌعً  37 1 9p  ، 3 17 7 9p  ، 3 27 4 9p . 

3 2p  3 1p  3p n 

 7nباقً قسمة  1 7 4
 9على 

n :تبٌٌن أنه من أجل كل عدد  طبٌعً 27 4 9n n. 

لدٌنا  27 4 9 ًإذن من أجل كل عدد طبٌع n ،   27 4 9
n

n أي  27 4 9n n. 

 .9 على 4n الطبٌعٌة باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nاستنتاج تبعا لقٌم  (ب
3 2p  3 1p  3p n 

 7nباقً قسمة  1 7 4
 9على 

باقً قسمة  1 4 7
27 n 9 على 

4nباقً قسمة  1 4 7

 9على 

:    حتى ٌكونتعٌٌن قٌم العدد الطبٌعً  (ج
 1 24 4 4 4 0 9

2010 2020

n n n 



      


 
 

 1 24 4 4 4 0 9n n n       معناه    24 1 4 4 5 0 9n      ومنه  21 4 5 0 9n     ولدٌنا 

 21 3 9 إذن  3 4 4 0 9n     

3 2p  3 1p  3p n 

 4nباقً قسمة  1 4 7
 9على 

باقً قسمة  3 3 3

3 4n على 
9 

n ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً  3 4 3 9n  إذن  3 4 4 0 9n     تكافئ  1 0 9   9 أي 1p   

2010ولدٌنا  2020  2010 معناه 9 1 2020p   223.22 أي 224.33p  224 وعلٌهp  ًوبالتال 

2017 . 

3 2010 تعٌٌن باقً قسمة العدد 20115 25 9 على. 
2011نعلم أن  3 670 1   2010  و 3 670 . 

لدٌنا  25 7 9 ومنه  2011 201125 7 9 إذن  2011 3 670 125 7 9  أي  201125 1 9. 
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و لدٌنا  5 4 0 9  ومنه  5 4 9  إذن    
201020105 4 9  وعلٌه   2010 3 6705 4 9 أي  20105 1 9. 

إذن  2010 20115 25 1 1 9   أي  2010 20115 25 2 9  2010 وبالتالً باقً قسمة العدد 20115 25 2 هو 9 على. 

4تعٌٌن الأعداد الطبٌعٌة n 27 التً ٌكون من أجلها العدد 7 6n n  9 مضاعفا للعدد   . 
3 2p  3 1p  3p n 

 9 على 7nباقً قسمة  1 7 4

27باقً قسمة  1 4 7 n 9 على 

باقً قسمة  6 3 0
27 7 6n n  9على 

3إذا كان  2n p  حٌث p 27العدد  فإن 7 6n n  9 مضاعفا للعدد  

 :يمكه استعمال وتيجة انسؤال الأَل

 2 6 0 9x x   معناه  4 9x  أو  6 9x . 

27ومنه  7 6n n  معىاي 9 مضاعفا للعدد  7 4 9n  3 أي 2n p  أو  7 6 9n  ً7 وهذا غٌر ممكن لأن بواقn 

 .4 أو 7، 1 هً 9على 

6 تعٌٌن الثنائٌات الطبٌعٌة  ;x yبحٌث  : 7 4 2 9x y . 

3 2p  3 1p  3p x 

 7xباقً قسمة  1 7 4
 9على 

 

3 2k  3 1k  3k y 

 4yباقً قسمة  1 4 7
 9على 

 7 4 2 9x y  معناه    ; 3 ;3x y p k أو    ; 3 1;3 1x y p k   أو    ; 3 2;3 2x y p k   وعلٌه 

        ; 3 ;3 , 3 1;3 1 , 3 2;3 2x y p k p k p k    . 

 10التمرٌن: 

 المعادلة 2نعتبر فً    
2

1 9 5 .......x y E   

إذا كانت الثنائٌة . 1 ;x y حلا للمعادلة  E ؛ بٌن أن 1 5x  أو  2 5x . 

 المعادلة 2حل فً . 2 E. 

بٌن أنه، إذا كانت الثنائٌة . 3 ;x y حلا للمعادلة  E فإن  ;PGCD x y 8 ٌقسم. 

:   الجملة2حل فً . 4 
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; 8

1 5

x y

PGCD x y

x

 







. 

الحل 

تبٌٌن أن  1 5x  أو  2 5x . 

 
2

1 9 5x y   معناه    
2

1 9 5x   أي    
2

1 4 5x  . 

 5 4 3 2 1 0 x  

 5 0 4 3 2 1 1x  

 5 0 1 4 4 1  
2

1x  
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2

1 4 5x   معناه  1 5x  أو  2 5x . 

 المعادلة 2حل فً . 2 E. 

إذا كان  1 5x  5 أي 1x k  لدٌنا  
2

5 1 1 9 5k y    225 ومنه 20 4 9 5k k y    ٌكافئ 

25 25 20 5y k k   25 أي 4 1y k k   وعلٌه    2, 5 1,5 4 1x y k k k   . 

إذا كان  2 5x  5 أي 2x k  لدٌنا  
2

5 2 1 9 5k y    225 ومنه 30 9 9 5k k y    ٌكافئ 

25 25 30y k k  25 أي 6y k k  وعلٌه    2, 5 2,5 6x y k k k  . 

تبٌٌن أنه، إذا كانت الثنائٌة . 3 ;x y حلا للمعادلة  E فإن  ;PGCD x y 8 ٌقسم. 

 
2

1 9 5 .x y   2 تكافئ 2 1 9 5x x y    2 تكافئ 2 5 8x x y   أي  2 5 8x x y  . 

نضع  ,PGCD x y d. 

 ٌقسم d ومنه x ٌقسم dلدٌنا  2x x وٌقسم y إذن d ٌقسم  2 5x x y أي d 8 ٌقسم. 

:   الجملة2حل فً . 4   
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1 ; 8

1 5

x y

PGCD x y

x

 







. 

 1  تكافئ   

0 2 01 2 1 9 5

; 8

5 1

x x x y y

PGCD x y

x k

       





 

  تكافئ  

21 2 9 5

; 8

5 1

x x y

PGCD x y

x k

    





 

 أي 

   

 

2
1 9 5 ......

; 8

5 1

x y E

PGCD x y

x k

   





 


  وعلٌه   

 

2

5 1

5 4 1

; 8

x k

y k k

PGCD x y

 


  
 

. 

 , 8PGCD x y  ًٌعن  0 8x  و  0 8y  ومنه  5 1 0 8k   ومنه   5 1 8k   ومعناه  15 3 8k   

ولدٌنا  15 1 8  إذن  3 8k   8 أي 3k   مع  ًوبالتال  
 

   
2

5 8 3 1

5 8 3 4 8 3 1

x

y



 

   


    

 أي 

2

40 16

320 272 56

x

y



 

 


  
 . حٌث 

 11التمرٌن: 

يٌّن . 1 ع 2688;3024PGCD. 

أ ـ تحقق أن المعادلتٌن . 2 2688 3024 3360.... 1x y   و   8 9 10.... 2x y  متكافئتان . 

    ب ـ تحقق أن  1; 2 حل للمعادلة  2. 

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس . 3 ; , ,O i j k
  

 المستوٌٌن  Pو  'P اللذٌن معادلتٌهما على  

2:     الترتٌب 2x y z    3 و 5 0x y z  . 

   أ ـ بٌن أن المستوٌٌن  P و  'P ٌتقاطعان وفق مستقٌم  d   . 

   ب ـ بٌن أن إحداثٌات نقط  d تحقق المعادلة  2 ثم استنتج ، E مجموعة نقط  dالتً إحداثٌاتها أعداد صحٌحة . 
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الحل 

تعٌٌن . 1 2688;3024PGCD. 

72688لدٌنا  2 3 7   4 و 33024 2 3 7   ومنه   42688;3024 2 3 7PGCD    أي 

 2688;3024 336PGCD . 

أ ـ التحقق أن المعادلتٌن . 2 2688 3024 3360.... 1x y   و   8 9 10.... 2x y  متكافئتان . 

 1 تكافئ  336 8 9 3360x y   تكافئ 
3360

8 9
336

x y


  8 أي 9 10x y  . 

ب ـ التحقق أن  1; 2 حل للمعادلة  2. 

لدٌنا  8 1 9 2 8 18 10        إذن  1; 2 حل للمعادلة  2. 

أ ـ تبٌٌن أن المستوٌٌن .2 Pو  'P ٌتقاطعان وفق مستقٌم  d   . 

لدٌنا  1;2; 1n 


 و  ' 3; 1;5n 


 شعاعان ناظمٌان للمستوٌٌن  Pو  'P على الترتٌب و 
1 2

3 1



n ومنه 


n' و 


 غٌر 

مرتبطٌن خطٌا وبالتالً المستوٌان  Pو  'P ٌتقاطعان وفق مستقٌم  d. 

ب ـ تبٌٌن أن إحداثٌات نقط  d تحقق المعادلة  2. 

 لتكن ; ;M x y zنقطة من الفضاء  

 M d  معناه 
2 2

3 5 0

x y z

x y z

   


  
  ومنه  

5 10 5 10

3 5 0

x y z

x y z

   


  
8 أي  9 10x y  . 

ومنه إحداثٌات نقط  d تحقق المعادلة  2. 

استنتاج  E مجموعة نقط  dالتً إحداثٌاتها أعداد صحٌحة . 

نحل المعادلة  2. 

لدٌنا 
 

8 9 10

8 1 9 2 10

x y  

     

 بالطرح نحصل على    8 1 9 2 0x y    أي    8 1 9 2x y    9 لدٌنا 

ٌقسم  8 1x  1 ٌقسم 9 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 8 و 9 والعددانx  1 ومنه 9x k  أي 

9 1x k  مع k  ًوبالتعوٌض ف    8 1 9 2x y    نجد  8 9 9 2k y    2 ومنه 8y k   أي 

8 2y k    حٌث k . 

 من الشكل Mإذن إحداثٌات النقطة  9 1; 8 2;M k k z   ولدٌنا  M P 9 معناه 1 16 4 2k k z      

7أي  1z k   ًوبالتال  9 1; 8 2; 7 1M k k k     حٌث kعدد صحٌح . 

 12التمرٌن: 

1 حل فً المجموعة  المعادلة ذات المجهول  ', 'x y :9 ' 14 ' 13x y  علما أن  3,1 حلا لها  

2 نعتبر فً المجموعة   المعادلة ذات المجهول  ,x y :45 28 130x y  

بٌن أنه إذا كان     .  ,x yحلا لهذه المعادلة فإن x و2 مضاعف للعدد y ثم حل5 مضاعف للعدد ، 

 .      هذه المعادلة

3 N 2 عدد طبٌعً ٌكتب 3 5 و 9 فً نظام تعداد أساسه 6 7 فً نظام تعداد أساسه. 

يٌّن     .   . فً النظام العشري N، ثم اكتب  و ع

الحل 

1 حل فً المجموعة  المعادلة ذات المجهول  ', 'x y :9 ' 14 ' 13x y  علما أن  3,1 حلا لها  
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لدٌنا 
   

9 ' 14 ' 13

9 3 14 1 13

x y 

 





 بالطرح نحصل على    9 ' 3 14 ' 1 0x y    أي    9 ' 3 14 ' 1x y   14 لدٌنا 

ٌقسم  9 ' 3x  أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 9َ 14 و  

' ٌقسم 14 3x  ومنه ' 3 14x k  أي ' 14 3x k  حٌث k  ًبالتعوٌض ف    9 ' 3 14 ' 1x y   نجد 

 14 ' 1 9 14y k   ومنه ' 1 9y k  أي ' 9 1y k  مع k   

2 نعتبر فً المجموعة   المعادلة ذات المجهول  ,x y :45 28 130x y  

تبٌٌن أنه إذا كان  ,x yحلا لهذه المعادلة فإن x و2 مضاعف للعدد y 5 مضاعف للعدد . 

45 28 130x y   45تكافئ 28 130x y  أي  45 2 65x y  45 ٌقسم2 ومنهx أولٌان فٌما 45 و 2 والعددان 

 .2 مضاعف للعدد x أي x  ٌقسم 2بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 

28وكذلك لدٌنا  45 130y x  أي  28 5 26y x  28 ٌقسم 5 ومنهy لأولٌان فٌما بٌنهما إذن 28 و 5 والعددان 

 .5 مضاعف للعدد y أي y ٌقسم 5حسب مبرهنة غوص 
 .حل المعادلة

x 2 معناه 2 مضاعف للعدد 'x x حٌث 'x  و y 5 معناه 5 مضاعف للعدد 'y y حٌث 'y  

45إذن  28 130x y  45 تكافئ 2 ' 28 5 ' 130x y    تكافئ  10 9 ' 14 ' 130x y  9 أي ' 14 ' 13x y  

'وحسب ما سبق  14 3x k  و ' 9 1y k  حٌث k  

وعلٌه  2 14 3x k  و  5 9 1y k  28 أي 6x k  45 و 5y k  مع k . 

3 N 2 عدد طبٌعً ٌكتب 3 5 و 9 فً نظام تعداد أساسه 6 7 فً نظام تعداد أساسه. 

 . فً النظام العشريN، ثم كتابة  و تعٌٌن 

لدٌنا 
0 1 2 3

3 9 9 9 2 9N          3 ومنه 9 81 1458N      90 أي 1461N   حٌث 

0 8  ومن جهة أخرى 
0 1 2 3

6 7 7 7 5 7N           

56أي  1721N   0 حٌث 6  90 وعلٌه 1461 56 1721    90 ومنه 56 260   أي 

45 28 130   28 وحسب ماسبق 6k   45 و 5k  مع k  0 ولدٌنا 8  0 و 6   معناه 

28 6 8k   45 و 5 6k   أي 
1

14
k و 

1

45
k  0 وعلٌهk  ً6 وبالتال  5 و  

90 إذن  6 1461 2001N       . 

 13التمرٌن: 

 أنشر العبارة tمن أجل كل عدد حقٌقً . 1  26 1t t . 

2 .a،bو c أعداد طبٌعٌة تكتب فً نظام التعداد ذي الأساس pً102:  كما ٌلa  ،125b  13154 وc . 

ab   أ ـ علما أنيّ  c ًجد قٌمة العدد الحقٌق p. 

 .   فً النظام العشريc وa،b   ب ـ اكتب كلا من الأعداد 

:  المعادلة2نعتبر فً . 3 38 53 15....... 1x y  

يٌّن أنه إذا كانت الثنائٌة      أ ـ ب ;x y حلا للمعادلة  1 ّفإني  52 53x   

    ب ـ استنتج حلول المعادلة  1. 

 . قاسمهما المشترك الأكبرd عددان طبٌعٌان ونسمً y وxنعتبر الآن . 4

يٌّن القٌم الممكنة للعدد   .d    أ ـ ع

    ب ـ جد كل الثنائٌات  ;x y 15 بحٌث ٌكونd . 

يٌّم العدد الطبٌعً. 5  .7 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ ادرس، حسب ق

   ب ـ من أجل كل  ;x y 2 من حلول المعادلة  1 يٌّن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 22013؛ ع 1432x y 7 على. 
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الحل 

نشر العبارة . 1  26 1t t ًمن أجل كل عدد حقٌق t 

  2 3 26 1 6 6t t t t t      

2 .a،bو c أعداد طبٌعٌة تكتب فً نظام التعداد ذي الأساس pً102:  كما ٌلa  ،125b  13154 وc . 

abأ ـ علما أننّ  c ًإٌجاد قٌمة العدد الحقٌق p. 

0لدٌنا  1 2 22 0 2a p p p p       ،0 1 2 25 2 5 2b p p p p p        
0 1 2 3 4 2 3 44 5 3 4 5 3b p p p p p p p p p            

ab c معناه   2 2 2 3 42 5 2 4 5 3p p p p p p p        

2وٌكافئ  2 3 4 2 3 410 4 2 5 2 4 5 3p p p p p p p p p          3 وٌكافئ 26 6 0p p p    

أي   26 1 0t t   6 ومنهt . 

 .   فً النظام العشريc وa،bب ـ كتابة كلا من الأعداد 
22 6 38a    ،25 2 6 6 53b      2 و 3 44 5 6 6 3 6 6 2014c         

:  المعادلة2نعتبر فً . 3 38 53 15....... 1x y  

يٌّن أنه إذا كانت الثنائٌة  أ ـ ب ;x y حلا للمعادلة  1 ّفإني  52 53x   

38 53 15x y  38 ٌكافئ 15 53x y  وهذا ٌعنً أن  38 15 53x  ولدٌنا  38 15 53  

ومنه  15 15 53x  أي  1 53x   وعلٌه  52 53x  . 

ب ـ استنتاج حلول المعادلة  1. 

53لدٌنا  52x k  حٌث k ًوبالتعوٌض ف  1 نجد  38 53 52 53 15k y   38 ومنه 37y k  حٌث 

k وبالتالً مجموعة حلول المعادلة  1 هً الثنائٌات  ;x y من الشكل  53 52;38 37k k و k  

 . قاسمهما المشترك الأكبرd عددان طبٌعٌان ونسمً y وxنعتبر الآن . 4

 .dأ ـ تعٌٌن القٌم الممكنة للعدد 

38 ٌقسم d إذنy ٌقسم d وx ٌقسم dلدٌنا  53x y أي d وبالتالً 15 ٌقسم  1;3;5;15d . 

ب ـ إٌجاد كل الثنائٌات  ;x y 15 بحٌث ٌكونd . 

15نضع  'x x 15 و 'y y حٌث 'x و 'yأولٌان فٌما بٌنهما . 

38نحصل على  15 ' 53 15 ' 15x y    38 ومنه ' 53 ' 1x y  لدٌنا الثنائٌة  7;5حلا خاصا للمعادلة  

ومنه  
38 ' 53 ' 1

38 7 53 5 1

x y 


   
 بالطرح نجد    38 ' 7 53 ' 5 0x y    أي    38 ' 7 53 ' 5x y   

 ٌقسم 53لدٌنا  38 ' 7x  ٌقسم 53 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 38 و 53 والعددان ' 7x  ومنه  

' 7 53x   أي ' 53 7x   حٌث  ًوبالتعوٌض ف    38 ' 7 53 ' 5x y   نجد 

 38 53 53 ' 5y   ومنه ' 5 38y   أي ' 38 5y   حٌث  ّ38 وبما أني ' 53 ' 1x y فإنه  

 أولٌان فٌما بٌنهما وبالتالً y' و x'حسب مبرهنة بٌزو ٌكون العددان  15 53 7x   795 أي 105x   

و  15 38 5y   570 أي 75y   حٌث   

م العدد الطبٌعً. 5 نٌّ  .7 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ دراسة، حسب ق

لدٌنا  04 1 7 ، 14 4 7 ، 24 2 7 و  34 1 7 

p ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً  34 1 7p  ، 3 14 4 7p  و  3 24 2 7p . 

ب ـ من أجل كل  ;x y 2 من حلول المعادلة  1
 

22013تعٌٌن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  1432x y 7 على. 
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 2 38 372 53 522013 1432 2013 1432
kx y k     

لدٌنا  2013 4 7 و  1432 4 7 معناه    2 38 372 53 522013 1432 4 4 7
kx y k    

وٌكافئ  2 129 1262013 1432 4 7x y k   وٌكافئ    3 43 4222013 1432 4 7
kx y 

  أي  22013 1432 1 7x y  

22013إذن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  1432x y 1 هو 7 على. 

 14التمرٌن: 

1 أولً 1999 أثبت أن العدد . 

2 ًمن أجل كل عدد طبٌع n غٌر معدوم نعتبر الأعداد : 

  2.10 1n

nc   ، 2.10 1n

nb   ، 4.10 1n

na  . 

أ ـ احسب كلا من 
3a ، 

3b و  
3c. 

ب ـ أثبت أن العددٌن 
na ، 

nc 3 ٌقبلان القسمة على. 

: جـ ـ أثبت أن
2.n n nb c a ثم استنتج تحلٌلا لجداء عوامل أولٌة للعدد 

6a. 

3 برهن أن    , ,2n n nbPGCD b c PGCD ثم استنتج أن ، 
nbو  

ncأولٌان فٌما بٌنهما . 

4 نعتبر المعادلة  : 3 3 1......b x c y   ذات المجهولٌن  xو y. 

   ـ باستعمال خوارزمٌة اقلٌدس ، عٌن حلا خاصا للمعادلة   ثم عٌن حلول المعادلة ، . 

الحل 

1 أول1999ً إثبات أن العدد . 

1999لدٌنا  44.7 31، 29، 23، 19، 17، 13، 11، 7، 5، 3، 2، 1 لاٌقبل القسمة على كل من الأعداد 1999 والعدد ،

 . فهو إذن عدد أول43ً َ 41، 37

أ ـ حساب كلا من . 2
3a ، 

3b و  
3c. 

3

3 4 10 1 3999a     ،3

3 2 10 1 1999b     3 و

3 2 10 1 2001c    . 

 .3 ٌقبلان القسمة على na ، ncب ـ إثبات أن العددٌن 

 10 1 3 ًإذن من أجل كل عدد طبٌع n ، 10 1 3n  ولدٌنا  4 1 3 إذن  4 10 1 3n  ومنه  4 10 1 0 3n   

أي  0 3na  وهذا ٌعنً أن na 3 ٌقبل القسمة على. 

ولدٌنا 10 1 3n  معناه  2 10 2 3n  ومنه  2 10 1 3 3n   أي  0 3nc  ّوهذا ٌعنً أني nc 3 ٌقبل القسمة على. 

n.2: جـ ـ إثبات أن n nb c a 6 واستنتاج تحلٌلا لجداء عوامل أولٌة للعددa. 

    
2

2

2. 1 1 1 4.10 12.10 2.10 2.10n n n n

n n nb c a      . 

6إذن  2 3 3 3. 1999 2001 1999 3 23 29a a b c        . 

3 برهان أن    , ,2n n nPGCD b c PGCD c. 

2nلدٌنا  nc b  ومنه    , ,2n n nPGCD b c PGCD c. 

نضع  ,n nd PGCD b c ومنه  ,2nd PGCD c لدٌنا إذن  1,2d  وبما أن العدد 
nc 1 فردي فإنd  أي أن 

nbو  ncأولٌان فٌما بٌنهما . 

 15التمرٌن: 

:  بحٌثxعٌن مجموعة الأعداد الصحٌحة . 1 4 33 5x . 

 المعادلة ذات المجهول 2أ ـ حل فً . 2 ;x y : 4 5 33.....x y E  

    ب ـ استنتج حلول الجملة   
 

 

55 5

22 4





 




 . حٌث 

    جـ ـ عٌن جمٌع الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  E 3 والتً تحقق 27x y  . 

 .11 على 5n، بواقً القسمة الاقلٌدٌة للعدد n أ ـ ادرس حسب قٌم العدد الطبٌعً 3
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n :   ب ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم  10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11n n n n n       . 

:   التً تحقق الجملة التالٌةn   جـ ـ عٌن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً 
 

 

5 0 11

2 5

nn

n

  




. 

4 .N عدد طبٌعً ٌكتب abbaba 0 حٌث 4 فً نظام التعداد الذي أساسهa . 

11لاحظ أن  ) فً النظام العشري  N،  ثم اكتب 33 قابلا للقسمة على N  بحٌث ٌكون b و a    عٌن  3 33  ) 
الحل 

:  بحٌثxتعٌٌن مجموعة الأعداد الصحٌحة . 1 4 33 5x . 

لدٌنا  33 3 5 و  4 1 5  ومنه  4 33 5x  ًتعن  3 5x  تكافئ  3 5x   ومنه  2 5x  أي 

5 2x k  حٌث k . 

 المعادلة ذات المجهول 2أ ـ حل فً . 2 ;x y : 4 5 33.....x y E  

 E 4 تكافئ 33 5x y  ومنه  4 33 5x  5 أي 2x k  حٌث k  ًوبالتعوٌض ف  E نجد 

 4 5 2 5 33k y   5 ومنه 20 25y k  4 أي 5y k  حٌث k . 

إذن  E تكافئ    , 5 2,4 5x y k k   مع k . 

ب ـ استنتاج حلول الجملة   
 

 

55 5

22 4





 




 . حٌث 

 

 

55 5

22 4





 




 معناه 
5 55

4 22

v

u





 


 
4 ومنه  22 5 55u v   4 أي 5 33u v  ومنه الثنائٌة  ,u v  حل للمعادلة 

 E إذن ٌوجد عدد صحٌح k 5 بحٌث 2u k  ومنه  4 5 2 22k    20 أي 30k   حٌث k . 

جـ ـ تعٌٌن جمٌع الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  E 3 والتً تحقق 27x y  . 

3 27x y   ً5 تعن 2 4 5 3 27k k     9 ومنه 27k  27 ٌكافئ 9 27k   3 أي 3k   ومنه 

 2, 1,0,1,2k    وعلٌه             , 8, 13 , 3, 9 , 2, 5 , 7, 1 , 12,3x y       . 

 .11 على 5n، بواقً القسمة الاقلٌدٌة للعدد n أ ـ دراسة حسب قٌم العدد الطبٌعً 3

لدٌنا  05 1 11 ، 15 5 11 ، 25 3 11 ، 35 4 11 ، 45 9 11 و  55 1 11. 

p :إذن من أجل كل عدد طبٌعً  55 1 11p  ، 5 15 5 11p  ، 5 25 3 11p  ، 5 35 4 11p  و  5 45 9 11p . 

n :ن أنه من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم اب ـ بره 10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11n n n n n       . 

 لدٌنا 10 1 11  ومنه    
101010 1 11

nn   أي  1010 1 11n . 

و  16 5 11 ومنه  5 4 5 416 5 11n n  ٌكافئ    5 1 15 416 5 11
nn    إذن  5 4 5 116 5 11n p  أي  5 416 5 11n . 

و  27 5 11 ومنه  5 2 5 227 5 11n n  أي  5 227 3 11n . 

و  38 5 11 ومنه  5 3 5 338 5 11n n  أي  5 338 4 11n . 

و  49 5 11 ومنه  5 1 5 149 5 11n n  ٌكافئ    5 1 45 149 5 11
nn    إذن  5 1 5 449 5 11n p  أي  5 149 9 11n  

إذن  10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 1 5 3 4 9 11n n n n n            ومنه 

 10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 22 11n n n n n        أي  10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11n n n n n       . 

:   التي تحقق الجملة التاليةn مجموعة قيم العذد الطبيعي تعييهجـ ـ 
 

 

5 0 11

2 5

nn

n

  




 .

 2 5n  5 معناه 2n p  ومنه  5 3 11n إذن : 
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5 0 11

2 5

nn

n

  




 تعنً 
 

 

3 0 11

2 5

n

n

  




 تكافئ 
 

 

3 11

2 5

n

n

 




 تكافئ 
 

11 3

2 5

n

n

 



 ومنه 

 

11 3

11 3 2 5

n 



 


 
 ٌكافئ 

 

11 3

11 1 5

n 



 


 
 ولدٌنا  11 1 5 و  1 4 5  إذن 

 

11 3

4 5

n 



 



 ومنه 

11 3

5 4

n

p





 


 
 ومنه 

 11 5 4 3

5 4

n p

p

   


 
55 أي  47n p  مع p. 

11لاحظ أن  ) فً النظام العشري  N،  ثم اكتب33 قابلا للقسمة على N  بحٌث ٌكون b وaتعٌٌن . 4 3 33  ) 
0 1 2 3 4 54 4 4 4 4 4N abbaba a b a b b a             

1041أي  324N a b . 

 0 33N  ٌكافئ  0 3N  و  0 11N  أولٌان فٌما بٌنهما11 و 3 لأن العددان . 

لدٌنا  1041 324 3 347 108N a b a b    ومنه N 3 مضاعف للعدد. 

إذن  0 33N  معناه  0 11N  ٌكافئ  1041 324 0 11a b  ٌكافئ  7 5 0 11a b . 

1لدٌنا  3a  7 معناه 7 21a  0 وكذلك 3b  0 معناه 5 15b  1 إذن 7 5 36a b   ّوهذا ٌعنً أني 

 7 5 11,22,33a b . 

7 :الحالة الأولى 5 11a b . 

1aإذا كان   7 فإن 5 11b  ومنه 
4

5
b مرفوض . 

2aإذا كان   14 فإن 5 11b  ومنه 
3

5
b  مرفوض . 

3aإذا كان   21 فإن 5 11b  2 ومنهb  مرفوض . 

7 :الحالة الثانٌة 5 22a b  
1aإذا كان   7 فإن 5 22b  3 ومنهb  1041 ومنه 324 3 2013N    . 

2aإذا كان   14 فإن 5 22b  ومنه 
8

5
b مرفوض . 

3aإذا كان   21 فإن 5 22b  ومنه 
1

5
b مرفوض . 

7 :الحالة الثالثة 5 33a b  

1aإذا كان   7 فإن 5 33b  ومنه 
26

5
b مرفوض . 

2aإذا كان   14 فإن 5 33b  ومنه 
19

5
b مرفوض . 

3aإذا كان   21 فإن 5 33b  ومنه 
12

5
b مرفوض . 

إذن    , 1,3a b  2013 وN . 

 طرٌقة ثانٌة

 

 7 5 0 11a b  معناه    7 ,5 7,15a b  أي    , 1,3a b . 

 

 3 2 1 a 

3 2 1 0 b 

 21 14 7 7a 

15 10 5 0 5b 



عبد العزٌز مصطفاي: تمارٌن نموذجٌة محلولة فً الحساب                                                                      إعداد  

16 
سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهذافك                              

 16التمرٌن: 

1 ً2 حل ف المعادلة  : 8 5 3.... 1x y . 

2 لٌكن m عددا صحٌحا بحٌث توجد ثنائٌة  ,p q8:  من الأعداد الصحٌحة  تحقق 1m p  5 و 4m q   

يٌّن أنيّ الثنائٌة        أ ـ ب ,p q حل للمعادلة  1ثميّ استنتج أن  : 9 40m   

 .2000 أكبر من m      ب ـ عٌن أصغر عدد طبٌعً 

3لٌكن kعددا طبٌعٌا  

:  لدٌناk      أ ـ أثبت أنه من أجل كل عدد طبٌعً 32 1 7k . 

  ؟7 على 20092       ب ـ ما هو باقً القسمة الاقلٌدٌة للعدد 

4 لٌكن aو b 0 عددان طبٌعٌان حٌث 9a  9  وb ونعتبر العدد  Nالذي ٌكتب فً النظام العشري على الشكل  

     00N a b 310)؛N a b   )  نرٌد تعٌٌن من ضمن هذه الأعداد الطبٌعٌةN 7 تلك التً تقبل القسمة على. 

:       أ ـ تحقق أن 310 1 7 . 

 .7 التً تقبل القسمة على N      ب ـ استنتج الأعداد الطبٌعٌة 
الحل 

نلاحظ أن الثنائٌة  1,1 حل للمعادلة  1 لدٌنا إذن 
8 5 3

8 1 4 1 3

x y 

   





 بالطرح نحصل على    1 5 1 08 x y    

أي    1 5 18 x y   ٌقسم 5 لدٌنا  18 x  أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 8 َ 5 والعددان  

1x ٌقسم 5  1 ومنه 5x k  5 أي 1x k  حٌث k  ًبالتعوٌض ف    1 5 18 x y   نجد 

 1 8 55 y k   1 ومنه 8y k  8 أي 1y k  مع k . 

أ ـ تبٌٌن أننّ الثنائٌة . 2 ,p q حل للمعادلة  1  

8لدٌنا  1m p  5 و 4m q  8 ومنه 1 5 4p q   8 أي 5 3p q  وعلٌه الثنائٌة  ,p q حل للمعادلة  1. 

: استنتاج أن 9 40m . 

 ,p q حل للمعادلة  1 إذن ٌوجد عدد صحٌح k 5 بحٌث 1p k  ومنه  8 1 8 5 1 1m p k     أي 

40 9m k  ًوبالتال  9 40m . 

 .2000 أكبر من mب ـ تعٌٌن أصغر عدد طبٌعً 

2000m  40 معناه 9 2000k   40 ٌكافئ 1991k  ومنه 
1991

40
k  49.7 أيk  50 وعلٌهk  أي 

40 50 9 2009m    . 

:  لدٌناkأ ـ إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً. 3 32 1 7k . 

لدٌنا  32 1 7ًإذن من أجل كل عدد طبٌع k ،   32 1 7
k

 أي  32 1 7k . 

  ؟7 على 20092ب ـ تعٌٌن باقً القسمة الاقلٌدٌة للعدد 

2009لدٌنا  3 669 2  . 

ولدٌنا  3 6692 1 7  إذن    3 669 2 22 2 2 7  ومنه  3 669 22 4 7   أي  20092 4 7 وبالتالً باقً القسمة الإقلٌدٌة 

 .4 هو 7 على 20092للعدد 

: أ ـ التحقق أن 310 1 7 . 

310لدٌنا  1 1001 7 143    ومنه  310 1 0 7  أي  310 1 7 . 

 .7 التً تقبل القسمة على Nب ـ استنتاج الأعداد الطبٌعٌة 

 0 7N   معناه   310 0 7a b   ومنه  0 7a b   أي  7b a ّ0 وبما أني 9a  9  وb  ّفإني  :

                              , 1,1 , 1,8 , 2,2 , 2,9 , 3,3 , 4,4 , 5,5 , 6,6 , 7,7 , 7,0 , 8,8 , 8,1 , 9,9 , 9,2a b    ومنه  
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        1001,1008,2002,2009,3003,4004,5005,6006,7007,7000,8008,8001,9009,9002N  

 (.2010بكالوريا تقني رياضي  ): 17التمرٌن 

11:   كما ٌل7ً الذي ٌكتب فً نظام العد ذي الأساس nنعتبر العدد الطبٌعً  00n  حٌث ًعدد طبٌع . 

1 عٌن  حتى ٌكون n  3قابلا للقسمة على. 

2 عٌن العدد  حتى ٌكون n 5 قابلا للقسمة على. 
 .15 قابلا للقسمة على n التً تجعل       استنتج قٌمة 

3 4 نأخذ  اكتب العدد ،n فً النظام العشري . 
الحل 
1 تعٌٌن  حتى ٌكون n  3قابلا للقسمة على. 

4لدٌنا  3 27 7 7n     ولدٌنا  7 1 3 ًإذن من أجل كل عدد طبٌع k ، 7 1 3k . 

 0 3n  معناه  4 3 27 7 7 0 3    ومنه  1 1 0 3   وعلٌه  2 3   أي  1 3  وبما أن 

0 6  1 فإن  4 أو . 

2 تعٌٌن العدد  حتى ٌكون n 5 قابلا للقسمة على. 

لدٌنا  2 27 7 7n    ومنه  27 56n  . 

 0 5n  معناه    27 56 0 5  أولٌان فٌما بٌنهما إذن 5 و 27 أولٌان فٌما بٌنهما ومنه 5 و 7 ولدٌنا  56 0 5  

ومنه  1 0 5  أي  4 5  0 وبما أن 6  ّ4 فإني . 

 .15 قابلا للقسمة على n التً تجعلاستنتاج قٌمة 

4من أجل   ٌكون  0 3n  و  0 5n  أولٌان فٌما بٌنهما فإن 5 و 3 وبما أن العددان  0 15n أي n ٌقبل القسمة 

 .15على 
3 4 نأخذ  كتابة العدد ،nفً النظام العشري . 

4 3 27 7 4 7 2940n     . 
 (.2017بكالوريا تقني رياضي  ): 18التمرٌن 

1 ّيٌّن أني k ،من أجل كل عدد طبٌعً :  ب 54 1 11k . 

2 ًاستنتج تبعا لقٌم العدد الطبٌع n 4 بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعددn
 .11 على 

3 ّيٌّن أني ، العدد nمن أجل كل عدد طبٌعً :  ب 5 3 102 2017 3 1438 1n n    11 ٌقبل القسمة على. 

4 ًيٌّن قٌم العدد الطبٌع  التً ٌكون من أجلها العدد n ع 5 22 2017 3n n   11 قابلا للقسمة على. 

الحل 

1 من أجل كل عدد طبٌعً :  أننّ تبٌٌنk ، 54 1 11k . 

لدٌنا  54 1 11 ًإذن من أجل كل عدد طبٌع k ،   54 1 11
k

 أي  54 1 11k . 

2 ًاستنتاج تبعا لقٌم العدد الطبٌع n 4 بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعددn
 .11 على 

k ،لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  54 1 11k  ومنه  54 4 4 11k  أي  5 14 4 11k   و  5 24 5 11k   و 

 5 34 9 11k   و  5 44 3 11k  . 

3 ّمن أجل كل عدد طبٌعً :  تبٌٌن أننn العدد ، 5 3 102 2017 3 1438 1n n    11 ٌقبل القسمة على. 

لدٌنا  2017 4 11 ومنه    
5 3 5 32017 4 11
n n  و  5 34 9 11n  إذن    

5 3
2017 9 11

n
 أي 

   
5 3

2 2017 7 11
n

  ؛ 10 101438 8 11n n ومنه  
 

 
2 5

10 31438 2 11
n

n  ومنه  
 

 
3 5

10 21438 2 11
n

n  

أي 
   5 3101438 4 11

nn  و 
   5 3

4 1 11
n
 إذن  101438 1 11n   ومنه  103 1438 3 11n وعلٌه  :
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 5 3 102 2017 3 1438 1 7 3 1 11n n       أي  5 3 102 2017 3 1438 1 0 11n n     وبالتالً من أجل 

n ،كل عدد طبٌعً  5 3 102 2017 3 1438 1n n    11 ٌقبل القسمة على. 

4 ًتعٌٌن قٌم العدد الطبٌع n التً ٌكون من أجلها العدد  5 22 2017 3n n   11 قابلا للقسمة على. 

 5 2 5 22017 4 11n n  ومنه  5 22017 5 11n  أي  5 22 2017 10 11n  إذن 

 5 22 2017 3 7 11n n n    . 

 5 22 2017 3n n   معىاي 11 ٌقبل القسمة على  5 22 2017 3 0 11n n    ومنه  7 0 11n  ٌكافئ 

 7 11n   ٌكافئ  6 11n  11 أي 6n k  مع k . 

 19التمرٌن: 

:  نعتبر فً مجموعة الأعداد الصحٌحة المعادلة 1. 3 7 14.... 1x y   

    أـ بٌن أن الثنائٌة  7,1 حلا للمعادلة  1. 

    ب ـ عٌن الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  1. 

    جـ ـ ماهً القٌم الممكنة لـ  ;x yحتى ٌكون yقاسما لـ x؟  

 .7 على 4n بواقً قسمة n أ ـ ادرس حسب قٌم العدد الطبٌعً 2.

2010    ب ـ ماهو باقً قسمة العدد  19453 4 2 4   ؟ 7 على  

 لٌكن العدد الطبٌعً 3.
nA 4:  حٌث 1n

nA n  . 

 حتى ٌقبل n    أ ـ عٌن قٌم 
nA7 القسمة على. 

    ب ـ استنتج باقً قسمة 
2010 2009A A7 على. 

الحل 

أـ تبٌٌن أن الثنائٌة . 1 7,1 حلا للمعادلة  1. 

3لدٌنا  7 7 1 21 7 14      ومنه الثنائٌة  7,1 حل للمعادلة  1. 

ب ـ تعٌٌن الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  1. 

لدٌنا 
3 7 14

3 7 7 1 14

x y 

   





 بالطرح نحصل على    7 7 1 03 x y    أي    7 7 13 x y   ٌقسم 7 لدٌنا 

 73 x  7 ٌقسم 7 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 3 َ 7 والعددانx  7 ومنه 7x k  أي 

7 7x k  حٌث k  ًبالتعوٌض ف    7 7 13 x y   نجد  1 3 77 y k   1 ومنه 3y k  أي 

3 1y k  مع k . 

إذن حلول المعادلة  1 هً الثنائٌات  ;x y من الشكل  7 7,3 1k k . 

جـ ـ تعٌٌن القٌم الممكنة لـ  ;x yحتى ٌكون yقاسما لـ x؟  

y قاسم لـ x معناه  0x y ٌكافئ  7 7 0 3 1k k   ومنه 
 

 

7 7 0 3 1

3 1 0 3 1

k k

k k

   


  

 وعلٌه 

 

 

21 21 0 3 1

21 7 0 3 1

k k

k k

   


  

 بالطرح نجد  14 0 3 1k  إذن  3 1 1, 1,2, 2,7, 7,14, 14k      . 

3 1 1k   0 ومنهk . 

3 1 1k    ومنه 
2

3
k


مرفوض . 
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3 1 2k   ومنه 
1

3
k مرفوض . 

 3 1 2k    1 ومنهk  . 

3 1 7k   2 ومنهk . 

3 1 7k    ومنه 
8

3
k


مرفوض . 

3 1 14k   ومنه 
13

3
k مرفوض . 

 3 1 14k    5 ومنهk  . 

وعلٌه  0, 1,2, 5k    ومنه           , 7,1 , 0, 2 , 21,7 , 28, 14x y     . 

 .7 على 4n بواقً قسمة n أ ـ دراسة حسب قٌم العدد الطبٌعً 2.

 04 1 7 ، 14 4 7 ، 24 2 7 و  34 1 7. 

 ،إذن من أجل كل عدد طبٌعً  34 1 7  ، 3 14 4 7  و  3 24 2 7 . 

2010ب ـ تعٌٌن باقً قسمة العدد  19453 4 2 4   ؟ 7 على  

2010بما أنيّ   3 670  فإن  20104 1 7 ومنه  20103 4 3 7  1945 ولدٌنا 3 648 1   ومنه  19454 4 7 أي 

 19452 4 1 7  إذن  2010 19453 4 2 4 3 1 7     أي  2010 19453 4 2 4 2 7    وبالتالً باقً قسمة العدد 
2010 19453 4 2 4   2 هو 7 على. 

 حتى ٌقبل nأ ـ تعٌٌن قٌم . 3
nA7 القسمة على. 

nAمعناه 7 ٌقبل القسمة على  4 1 0 7n n  . 

21n ٌكتب من الشكل nنعلم أن كل عدد طبٌعً  p   حٌث  0,1,2,3,....,20 و p. 

إذن  4 1 0 7n n    ًتعن    214 21 1 0 7p p     لكن  21 214 4 4 7p p    أي  214 4 7p    لأن 

 214 1 7p  و لدٌنا  21 7p    إذن  4 1 0 7    حٌث  0,1,2,3,....,20. 

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0   

2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 4  
6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3 2 1 0   
4 0 5 0 3 1 3 6 4 6 2 0 2 5 3 5 1 6 1 4 2 4 1    

إذن  0 7nA  9 معناه 17 أو  19 أو  21 أي 9n p  21 أو 17n p 21 أو 19n p  مع 

p. 

 :2طرٌقة 

nAمعناه 7 ٌقبل القسمة على  4 1 0 7n n  . 

 3 إذا كانn  ٌكون  34 3 1 0 7    ومنه  1 3 1 0 7   ٌكافئ  3 2 7  ومنه  15 10 7  

ولدٌنا  15 1 7 و  10 3 7 إذن  3 7  7 أي 3p   ًوبالتال  3 7 3 21 9n p p    مع p. 

 3 إذا كان 1n   ٌكون    3 14 3 1 1 0 7      ومنه  4 3 0 7  ٌكافئ  3 4 7  ومنه 

 3 3 7   وعلٌه  1 7   أي  6 7  7 ومنه 6p   ًوبالتال  3 7 6 1 21 19n p p     مع 

p. 

 3 إذا كان 2n   ٌكون    3 24 3 2 1 0 7      ومنه  2 3 1 0 7   ٌكافئ  3 1 7  ومنه 

 15 5 7  وعلٌه  5 7  7 أي 5p   ًوبالتال  3 7 5 2 21 17n p p     مع p. 
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2010لدٌنا  21 95 5   2010 أي 21 5p  ومنه  2010 5 7A  2009  ولدٌنا 21 95 4   أي 

2009 21 4p  ومنه  2009 4 7A  إذن  2010 2009 5 4 7A A   أي  2010 2009 1 7A A  وبالتالً باقً قسمة 

العدد 
2010 2009A A 1 هو 7 على. 

 ( تقني رياضي 2015بكالوريا  ): 20التمرٌن 

1يٌّم العدد الطبٌعً ( أ يٌّن، حسب ق  .13 على 8n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد n ع

2015استنتج باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  (    ب 203742 138 2014 3   13 على. 

2يٌّن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أ n ،ب     2 3 25 1 64 5 5 6 8 13n n nn n    . 

يٌّم العدد الطبٌعً  (    ب يٌّن مجموعة ق  :، حتى ٌكونnع   2 35 1 64 5 0 13n nn   . 

الحل 

1م العدد الطبٌعً ( أ نٌّ  .13 على 8n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد n تعٌٌن، حسب ق

لدٌنا  08 1 13 ، 18 8 13 ، 28 12 13 ومنه  28 1 13  أي  48 1 13 

p ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً  48 1 13p  ، 4 18 8 13p  ، 4 28 12 13p  ، 4 38 5 13p . 

4p+3 4p+2 4p+1 4p n 
 باقً قسمة 1 8 12 5

8n 13على 

2 2015 استنتاج باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 203742 138 2014 3   13 على. 

لدٌنا  42 3 13 و  138 8 13 ومنه  2015 2015138 8 13 أي  2015 4 503 3138 8 13  ولدٌنا  4 38 5 13p  

إذن  2015138 5 13 وعلٌه  201542 138 3 5 13   أي  201542 138 2 13 . 

و  2014 12 13 أي  2014 1 13  ومنه    
203720372014 1 13  وعلٌه  20372014 1 13  أي  

 20372014 12 13. 

إذن  2015 203742 138 2014 3 2 12 3 13      أي  2015 203742 138 2014 3 11 13   . 

2تبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ،     2 3 25 1 64 5 5 6 8 13n n nn n    . 

لدٌنا   5 8 0 13  معناه  5 8 13  ومنه    
225 8 13

nn   أي  2 25 8 13n n و  35 5 13  

وعلٌه  2 3 25 5 5 8 13n n    أي  2 3 25 5 8 13n n    معناه  2 3 25 5 8 13n n   ٌكافئ 

     2 3 25 1 64 5 5 1 64 5 8 13n n n nn n      وٌكافئ      2 3 2 25 1 64 5 5 1 8 5 8 13n n n nn n      

أي      2 3 25 1 64 5 5 6 8 13n n nn n    . 

م العدد الطبٌعً  (ب نٌّ  :، حتى ٌكونnتعٌٌن مجموعة ق   2 35 1 64 5 0 13n nn   . 

   2 35 1 64 5 0 13n nn    معناه    25 6 8 0 13nn   28 أولٌان فٌما بٌنهما فإن 13  و 8 وبما أن n 13 و 

أَنيان فيما تيىٍما إذن حسة مثرٌىة غُص  5 6 0 13n   ٌكافئ  5 6 13n   ٌكافئ  5 20 13n  أي  4 13n  

13إذن  4n p  حٌث p. 

 ( شعبة رياضيات 2016بكالوريا  ): 21التمرٌن 

1يٌّم العدد الطبٌعً  ( أ  .11 على 7n و 3n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة لكل من العددٌن nادرس، حسب ق

5، العدد nبرهن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (     ب 4 10 42 2016 1437n n   11 مضاعف للعدد. 

2 نعتبر المعادلة  E ذات المجهول  ;x y :7 3 8x y  حٌث xو yعددان طبٌعٌان . 

حل المعادلة  (     أ E. 

 حٌث الثنائٌة y وx القاسم المشترك الأكبر للعددٌنd (   ب ;x y حلا للمعادلة  E. 

 . d          ــ ما هً القٌم الممكنة للعدد 
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يٌّن الثنائٌات            ــ ع ;x y حلول المعادلة  E 4 من أجلd . 

جد الثنائٌات  (    جـ ;x y حلول المعادلة  Eالتً تحقق  : 7 32016 1437 0 11x y . 

الحل 

1م العدد الطبٌعً  ( أ نٌّ  .11 على 7n و 3n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة لكل من العددٌن nدراسة، حسب ق

 03 1 11 ، 13 3 11 ، 23 9 11 ، 33 5 11 ، 43 4 11 و  53 1 11 

k ،إذن من أجل كل عدد طبٌعً  53 1 11k  ومنه  53 3 3 11k  أي  5 13 3 11k  . 

و  5 13 3 9 11k   أي  5 23 9 11k   و  5 23 3 5 11k   أي  5 33 5 11k   و  5 33 3 4 11k   أي 

 5 43 4 11k  . 

 07 1 11 ، 17 7 11 ، 27 5 11 ، 37 2 11 ، 47 3 11 ، 57 10 11 ومنه  57 1 11  ًوهذا ٌعن 

   
2

57 1 11 أي  107 1 11 ًإذن من أجل كل عدد طبٌع k ،  107 1 11k  و  107 7 7 11k  أي 

 10 17 7 11k   و  10 17 7 5 11k   أي  10 27 5 11k   ، 10 37 2 11k   ، 10 47 3 11k   ، 10 57 10 11k   ،

 10 67 4 11k   ، 10 77 6 11k   ، 10 87 9 11k   ، 10 97 8 11k  . 

 

5 4k  5 3k  5 2k  5 1k  5k n 

باقً قسمة  1 3 9 5 4

3n 11 على 

 

10 9k  10 8k  10 7k  10 6k  10 5k  10 4k  10 3k  10 2k  10 1k  10k n 
باقً  1 7 5 2 3 10 4 6 9 8

قسمة 

7n على 
11 

5، العدد nبرهان أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب 4 10 42 2016 1437n n   11 مضاعف للعدد. 

لدٌنا  1437 7 11 ومنه  10 4 10 41437 7 11n n  و  10 47 3 11n  إذن  10 41437 3 11n . 

ولدٌنا  5 4 5 42016 3 11n n  ومنه  5 42016 4 11n  أي  5 42 2016 8 11n  إذن 

 5 4 10 42 2016 1437 8 3 11n n     أي  5 4 10 42 2016 1437 0 11n n    ًوبالتالً من أجل كل عدد طبٌع n ،

5العدد  4 10 42 2016 1437n n   11 مضاعف للعدد. 

2حل المعادلة  ( أ E. 

7لدٌنا  2 3 2 8    الثنائٌة  ومنه  2;2  حلا خاصا للمعادلة ومنه 
7 3 8

7 2 3 2 8

x y 


   
 بالطرح نجد 

   7 2 3 2 0x y    أي    7 2 3 2x y  . 

 ٌقسم 3لدٌنا  7 2x  2 ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 7 و 3 والعددانx  ومنه  

2 3x   3 أي 2x   حٌث  ًوبالتعوٌض ف    7 2 3 2x y   نجد  7 3 3 2y   ومنه 

2 7y   7 أي 2y   حٌث  

وبالتالً مجموعة حلول المعادلة E هً الثنائٌات  ;x y من الشكل  3 2;7 2   مع . 

 . dتعٌٌن القٌم الممكنة للعدد  (ب

7 ٌقسم d إذنy ٌقسم d وx ٌقسم dلدٌنا  3x y أي d وبالتالً 8 ٌقسم  1;2;4;8d . 
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تعٌٌن الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  E 4 من أجلd . 

4d  معناه كل من xو y وهذا ٌعنً  8 ولٌسا مضاعفٌن للعدد 4 مضاعفٌن للعدد 
 

 

4 8

4 8

x

y

 




 ٌكافئ 
 

 

3 2 4 8

7 2 4 8





  


 

 

ٌكافئ 
 

 

3 2 0 8

7 2 0 8





  


 

  ٌكافئ  
 

 

9 6 0 8

2 0 8





  

  

 ٌكافئ  
 

 

9 6 8

2 8





 


 

 ومنه  6 8  8 أي 6p   مع p 

وبالتالً  3 2 3 8 6 2 24 20x p p       و   7 2 7 8 6 2 56 44y p p       مع  p. 

 :طرٌقة ثانٌة
4نضع  'x x 4  و 'y y مع 'xو 'yأولٌان فٌما بٌنهما . 

7 3 8x y  7 معناه 4 ' 3 4 ' 8x y    7 تكافئ ' 3 ' 2x y  الثنائٌة  نلاحظ أن 2;4  حلا خاصا للمعادلة ومنه 

7 ' 3 ' 2

7 2 3 4 2

x y 


   
 بالطرح نجد    7 ' 2 3 ' 4 0x y    أي    7 ' 2 3 ' 4x y  . 

 ٌقسم 3لدٌنا  7 ' 2x  ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 7 و 3 والعددان ' 2x  ومنه  

' 2 3x   أي ' 3 2x   حٌث   ًوبالتعوٌض ف    7 ' 2 3 ' 4x y   نجد  7 3 3 ' 2y   ومنه 

' 4 7y   أي ' 7 4y   حٌث   

نضع  ' '; 'd PGCD x y لدٌنا إذن 'd ٌقسم 'x و ٌقسم 'y إذن 'd 7 ٌقسم ' 3 'x y أي 'd وبالتالً 2 ٌقسم 

 ' 1,2d  

' بحٌث y' و x'نرٌد تعٌٌن  1d  أي  'x و 'yأولٌان فٌما بٌنهما . 

' 2d   معناه 
 

 

' 0 2

' 0 2

x

y

 




 ٌكافئ 
 

 

3 2 0 2

7 4 0 2





  


 

 ٌكافئ 
 

 

3 0 2

7 0 2





 




 ٌكافئ 
 

 

0 2

0 2





 




 زوجً  إذن من أجل 

'ٌكون  2d  ًوبالتال ' 1d  معناه  2 فردي أي 1p   ومنه  ' 3 2 1 2 6 5x p p     و 

 ' 7 2 1 4 14 11y p p     وعلٌه   4 ' 4 6 5 24 20x x p p     و 

 4 ' 4 14 11 56 44y y p p     مع p. 

 الثنائٌات اٌجاد (جـ ;x y حلول المعادلة  Eالتً تحقق  : 7 32016 1437 0 11x y . 

لدٌنا  2016 3 11 ومنه  7 72016 3 11x x و  3 31437 7 11y y إذن  7 3 7 32016 1437 3 7 11x y x y   

   7 3 2 3 7 27 33 7 3 7x y   
    7  أي 3 21 14 21 63 7 3 7x y     . 

لدٌنا  21 5  و  14 4 5 ومنه  21 14 4 5   ًإذن ٌوجد عدد طبٌع u 21 بحٌث 14 5 4u     

21ومنه  14 5 43 3 u    21 أي 14 5 43 3 3u    وعلٌه  21 14 5 43 3 3 11u    أي  21 143 4 3 11    

21وكذلك لدٌنا  6 10 2 6       21 أي 6 10 6u     إذن  21 6 10 67 7 11u    ٌكافئ 

 21 6 10 67 7 7 11u    أي  21 67 4 7 11    وهذا ٌعنً أن   7 33 7 4 3 4 7 11x y       

إذن  7 32016 1437 0 11x y  معناه  7 33 7 0 11x y  ٌكافئ  4 3 4 7 0 11     ٌكافئ 

   4 3 7 0 11   أي  3 7 0 11   أولٌان فٌما بٌنهما11 و 4 لأن العددان . 

 لدٌنا kمن أجل كل عدد طبٌعً  53 1 11k  إذن    
2

53 1 11k  أي  103 1 11k  ومنه  103 3 3 11k  أي 

 10 13 3 11k   و  10 13 3 9 11k   أي  10 23 9 11k   و  10 23 3 27 11k   أي  10 33 5 11k   و 

 10 33 3 15 11k   أي  10 43 4 11k   و  10 43 3 12 11k   أي  10 53 1 11k   و  10 53 3 3 11k   أي 
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 10 63 3 11k   و  10 63 3 9 11k   أي  10 73 9 11k   و  10 73 3 27 11k   أي  10 83 5 11k   و 

 10 83 3 15 11k   أي  10 93 4 11k  . 

10 9k  10 8k  10 7k  10 6k  10 5k  10 4k  10 3k  10 2k  10 1k  10k  
4 5 9 3 1 4 5 9 3 1 3  

8 9 6 4 10 3 2 5 7 1 7  
1 3 4 7 0 7 7 3 10 2 3 7   

10إذا كان  5k   فإن  3 7 0 11   3 إذن 2 30 17x k    7 و 2 70 37x k    مع k  

  22التمرٌن: 

وعتثر انمعادنة  7 3 10.....x y E  ذات المجهول  ;x yحٌث xو yعددان صحٌحان . 

1 يٌّن الحل الخاص  ع 0 0;x y للمعادلة  Eالذي ٌحقق   :
 0

0

1 0 3

2 4

x

x

  

  

. 

     ثميّ حل المعادلة  E. 

2 بفرض أن الثنائٌة  ;x y حل للمعادلة  E حٌث xو yعددان طبٌعٌان ؛  

يٌّن مجموعة الأعداد الطبٌعٌة  :   التً تحقق الجملة التالٌةn     ع
 22 2 0 7

0 18

x y n

n

    


 
. 

3 جد الثنائٌة الوحٌدة  ;x y حل المعادلة  E بحٌث المضاعف المشترك الأصغر للعددٌن xو y 2139 هو. 

الحل 

1 تعٌٌن الحل الخاص  0 0;x y للمعادلة  Eالذي ٌحقق   :
 0

0

1 0 3

2 4

x

x

  

  

. 

لدٌنا  0 1 0 3x   معناه  0 1 3x  إذن ٌوجد عدد صحٌح k بحٌث 
0 3 1x k  ّوبما أني 

02 4x   هذا معناه 

2 3 1 4k    3 ومنه 3 3k   1 ٌكافئ 1k   0 وعلٌهk  إذن 
0 3 0 1x    أي 

0 1x  وبالتعوٌض 

عن 
0x ًف  E 07 نجد 1 3 10y   ومنه 

0 1y    وعلٌه    0 0; 1; 1x y  . 

حل المعادلة  E. 

لدٌنا 
 

7 3 10

7 1 3 1 10

x y 

    





 بالطرح نحصل على    1 3 1 07 x y    أي    1 3 17 x y   ٌقسم 3 لدٌنا 

 17 x  1  ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 7 و 3 والعددانx  1 ومنه 3x k  3 أي 1x k  

kحٌث   ًبالتعوٌض ف    1 3 17 x y   نجد  1 7 33 y k   1 ومنه 7y k  7 أي 1y k  مع 

k . 

:   التً تحقق الجملة التالٌةnتعٌٌن مجموعة الأعداد الطبٌعٌة  
 22 2 0 7

*
0 18

x y n

n

    


 
. 

 22 2 0 7

0 18

x y n

n

    


 
 تكافئ 

 3 1 22 7 1 2 0 7

0 18

k k n

n

     


 
  تكافئ 

 3 22 2 7 3 0 7

0 18

k k n

n

     


 
  

لدٌنا  32 1 7 ، ًإذن من أجل كل عدد طبٌع  32 1 7k  ومنه  32 2 2 7k  ولدٌنا  7 0 7k  إذن  

 * تكافئ 
 2 1 0 7

0 18

n

n

  


 
 تكافئ 

    1 1 0 7

0 18

n n

n

   


 
 ومنه  1 0 7n   أو  1 0 7n   0 و 18n  

7ومنه  1n p  7 أو 6n p  مع p 0 و 18n  وعلٌه  1;6;8;13;15n. 



عبد العزٌز مصطفاي: تمارٌن نموذجٌة محلولة فً الحساب                                                                      إعداد  

24 
سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهذافك                              

3 اٌجاد الثنائٌة الوحٌدة  ;x y حل المعادلة  E بحٌث المضاعف المشترك الأصغر للعددٌن xو y 2139 هو. 

نضع  ;m ppcm x y و  gcd ;d p x y. 

x'ونضع  dx و 'y dy حٌث 'x و 'y أولٌان فٌما بٌنهما لدٌنا 
xy

m
d

 ومنه 
2 ' 'd x y

m
d

 ومنه ' 'dx y m 

'أي  ' 2139dx y  . 

7 ٌقسم d ومنه y ٌقسم d و x ٌقسم dلدٌنا  3x y أي d ومنه 10 ٌقسم  1;2;5;10d  

'بما أن  ' 2139dx y  فإن d 1 إذن 2139 لا تقسم العدد 2 و 5، 10 والأعداد 2139 ٌقسمd  وعلٌه ' ' 2139x y  

 : أولٌان فٌما بٌنهما وعلٌهy' و x'و 

' 1x  و ' 2139y   1  أيx  2139 وy    

' 31x  و ' 69y   31  أيx  69 وy    

' 23x  و ' 93y   23 أيx  93 وy  

' 713x  و ' 3y   713  أيx  3 وy    

' 3x  و  ' 713y  3 أيx  713 وy  

' 93x  و  ' 23y  93 أيx  23  وy  

' 69x  و ' 31y  69  أيx  31 وy    

' 2139x  و ' 1y  2139  أيx  1 وy    

الثنائٌة الوحٌدة  ;x y هً  من الثنائٌات السابقة حل للمعادلة  31;69 ّ7  لأني 31 3 69 10   . 

  23التمرٌن: 

1 2 حل، فً المجموعة المعادلة ذات المجهول  ;x y2:  التالٌة 5 4x y . 

2  nuالمتتالٌة العددٌة المعرفة بـ  :
0 1u  ًومن أجل كل عدد طبٌع n ،

1 3 5n nu u  . 

     a و bعددان صحٌحان غٌر معدومٌن  و  nv المتتالٌة العددٌة المعرفة على 2:  بـn nv au b  . 

     أ ـ عٌن  ;b a التً من أجلها تكون  nv ل : ارشاد) 3 متتالٌة هندسٌة أساسها  .(استعمل السؤال الأويّ

     ب ـ اكتب 
nv بدلالة n ،a و b وبٌن أنه من أجل كل n من  : 0 7nv . 

     جـ ـ بٌن أنه عندما ٌكون  0 5a  فإنه لكل n من  :nv 5 ٌقبل القسمة على. 

الحل 

2 5 4x y  2 معناه 5 4x y  ومنه  2 4 5x  أي  2 5x  5 إذن 2x k  مع k  ًوبالتعوٌض ف 

المعادلة نجد  2 5 2 5 4k y   2 أيy k مع k . 

2 أ ـ تعٌٌن  ;b a التً من أجلها تكون  nv 3 متتالٌة هندسٌة أساسها. 

 عددا طبٌعٌا؛ nلٌكن  1 1 2 3 5 2 3 5 2n n n nv au b a u b au a b            

2nولدٌنا  nv au b   2 ومنهn nau v b   إذن  1 3 2 5 2n nv v b a b       ومنه 

1 3 2 5 4n nv v b a    . 

 nv 2 متتالٌة هندسٌة معناه 5 4 0b a    2 أي 5 4b a  5 وحسب السؤال الأول 2b k  2 وa k مع 

k  
 .b و n ،a بدلالة nvب ـ  كتابة 

 nv متتالٌة هندسٌة إذن  0 3
n

nv v 0 لدٌنا 2v a b   ومنه    2 3
n

nv a b   من أجل كل n من . 

2لدٌنا  2 5 2 2 7a b k k k       ومنه  2 0 7a b   ًوهذا ٌعن    2 3 0 7na b   أي  0 7nv  

جـ ـ تبٌٌن أنه عندما ٌكون  0 5a  فإنه لكل n من  :nv 5 ٌقبل القسمة على. 

 E
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2لدٌنا  5b k  ومنه  2 0 5b   و بما أن  0 5a  فإن  2 0 5a b   إذن    2 3 0 5na b   أي من 

:  من nأجل كل
nv 5 ٌقبل القسمة على. 

  (2015بكالوريا شعبة رياضيات  ):24التمرٌن 

1يٌّن حسب قٌم العدد الطبٌعً  ( أ  .7 على 2n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nع

1954استنتج باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  (     ب 1962 531962 1954 2015    7 على. 

2يٌّن أن  ( أ   عدد أولً 89ب

 .7832عٌن كل القواسم الطبٌعٌة للعدد  (     ب

يٌّن أن العددٌن  (     جـ  . أولٌان فٌما بٌنهما977 و 981ب

3 x و y 2 عددان طبٌعٌان غٌر معدومٌن قاسماهما المشترك الأكبر هو. 

  : علما أنy و x      عٌن 
 

2 2 31328

8 22

x y

x y

  


 

. 

4 a ،b و c أعداد طبٌعٌة غٌر معدومة حٌث a لً مع لً مع a  وb أويّ  .c أويّ

لً مع aباستعمال مبرهنة بٌزو، برهن أن  (     أ b أويّ c. 

n ،تاستعمال الإستدلال تانتراجع، أثثت أوً مه أجم كم عدد طثيعي غير معدَم  (    ب ; 1nPGCD a b . 

 ( إلى القاسم المشترك الأكبر PGCDٌرمز  )           

 .19621954 و 19541962استنتج القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  (     جـ
الحل 

1م العدد الطبٌعً  ( أ نٌّ  .7 على 2n، باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nتعٌٌن، حسب ق

لدٌنا  02 1 7 ، 12 2 7 ، 22 4 7   و 32 1 7. 

k ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً 32 1 7k  ، 3 12 2 7k    ، 3 22 4 7k  . 

3 2k  3 1k  3k n 

 باقً قسمة العدد 1 2 4

   2n  7على. 

1954استنتاج باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  (ب 1962 531962 1954 2015    7 على. 

لدٌنا  1962 2 7 ومنه  1954 19541962 2 7 1954 ولدٌنا 3 651 1   ومنه  19542 2 7إذن  19541962 2 7 

ولدٌنا  1954 1 7 ومنه  19621954 1 7 و  2015 1 0 7  معناه  2015 1 7  أي  532015 1 7 . 

وعلٌه  1954 1962 531962 1954 2015 2 1 1 7       أي  1954 1962 531962 1954 2015 0 7    . 

2عدد أول89ًتبٌٌن أننّ  ( أ . 

89لدٌنا  11 7 و 5، 3، 2 هً 11 والأعداد الأولٌة الأصغر من. 

89ولدٌنا   2 44 1   ،89 3 29 2   ،89 5 17 4   89 و 7 12 5   

 .  إذن فهو عدد أول7ً ولا على 5 ولا 3 ولا 2 لا ٌقبل القسمة على 89العدد 

 .7832تعٌٌن كل القواسم الطبٌعٌة للعدد  (ب

37832لدٌنا  2 11 89   هو 7832 ومنه عدد قواسم العدد    3 1 1 1 1 1   قاسما16 أي . 

وعلٌه  7832 1,2,4,8,11,22,44,88,89,178,356,712,979,1958,3916,7832D . 

 . أولٌان فٌما بٌنهما977  و 981تبٌٌن أننّ العددٌن  (جـ
981 فهو ٌقسم 977 وٌقسم 981 ٌقسم d إذن977 و981 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن dنسمً  977 

 َمىً 4 ٌقسم dأي 1;2;4d  1 فردٌان فإن 977 و981 َتما أنd  أولٌان فٌما بٌنهما977 و981 أي العددان  .    

3 xو y 2 عددان طبٌعٌان غٌر معدومٌن قاسماهما المشترك الأكبر هو. 
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 علما أننّ  y وxتعٌٌن 
 

2 2 31328

8 22

x y

x y

  


 

 

2نضع  'x x 2  و 'y y حٌث 'x و 'yأولٌان فٌما بٌنهما . 

 

2 2 31328

8 22

x y

x y

  


 

  معناه  
 

2 24 ' 4 ' 31328

2 ' 2 ' 8 22

x y

x y

  


  

 ٌكافئ  
 

2 2' ' 7832

' ' 4 11

x y

x y

  


 

 أي 

  

 

' ' ' ' 7832

' ' 4 11

x y x y

x y

   


 

'طبٌعٌان فإن   y' و x'  بما أن العددان  ' ' 'x y x y  . 

 89 178 356 712 979 1958 3916 7832 ' 'x y 

 88 44 22 11 8 4 2 1 ' 'x y 

 11 0 0 0 0 8 4 2 1 ' 'x y  

ومنه   
' ' 1958

' ' 4

x y

x y

 


 
2 بجمع المعادلتٌن نجد  ' 1962x  1962 أيx  وبطرح المعادلة الثانٌة من الأولى نجد 

2 ' 1954y  1954 أيy . 

4 a ،b و c أعداد طبٌعٌة غٌر معدومة حٌث a أولً مع b و a أولً مع c.  

b أولً مع aباستعمال مبرهنة بٌزو، برهان أننّ  (أ c. 

1a حٌث  و  فإنه ٌوجد عددان صحٌحان c أولً مع a و b أولً مع aبما أنيّ   b   وٌوجد عددان  

' بحٌث ' و 'صحٌحان  ' 1a c   ومنه   ' ' 1a b a c      ٌكافئ 

2' ' ' ' 1a ac b a b c         أي    ' ' ' ' 1a c b a bc        إذن ٌوجد عددان 

1ua بحٌث v و uصحٌحان  v bc   ومنه حسب مبرهنة بٌزو a أولً مع b c. 
b أولً مع a فإن c أولً مع a و b أولً مع aإذا كان : خلاصة c. 

n ،باستعمال البرهان بالتراجع إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب ; 1nPGCD a b . 

لدٌنا    1; ; 1PGCD a b PGCD a b ومنه خاصٌة الإبتداء محققة . 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 

نفرض أن  ; 1nPGCD a b   ونبرهن أن  1; 1nPGCD a b   أي نفرض أن a أولً مع nb ونبرهن أن a أولً مع 

1nb . 

a أولً مع nb ولدٌنا a أولً مع b إذن حسب السؤال السابق a أولً مع nb b أي a 1 أولً معnb  ومنه حسب مبدأ 

n ،البرهان بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  ; 1nPGCD a b . 

 .19621954 و 19541962استنتاج القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  (جـ

1954لدٌنا  2 977  1962 ومنه 1962 1962 1954 8 19621954 2 977 2 2 977     1962 و 2 981  ومنه 
1954 1954 19541962 2 981 وعلٌه  : 

     1962 1954 1954 8 1962 1954 1954 1954 8 1962 19541954 ;1962 2 2 977 ;2 981 2 2 977 ;981PGCD PGCD PGCD      

لدٌنا  977;981 1PGCD  ومنه  1962 1954977 ;981 1PGCD  وكذلك  2;981 1PGCD  ومنه 

 8 19542 ;981 1PGCD  أولً مع 1954981 و بالتالً 82 أولً مع 1954981 و 1962977 أولً مع 1954981 إذن 

8 19622 977 أي  8 1962 19542 977 ;981 1PGCD   وعلٌه  1962 1954 19541954 ;1962 2PGCD . 

 

 




