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  : 76ص �1ل ال�شاط 
 ،من xثم اس�ت��اج �ٔنه من ٔ��ل كل. دا� �بتة �لى hنبين ٔ�ن) *) 2    1f x f x       3 

  :قاب� للاش�تقاق �لى hا�ا�          xfxfxfxfxh     .  
ffبما ان    فان          0 xfxfxfxfxh        .  

  . �بتة �لى  hو�لتالي ا�ا�
 :من xفانه من ا�ل كل  �بتة �لىhبما ان ا�ا�   xh   ح�ث بت حق�قي�. 

:  �ینا   0h  ومن �ة ٔ�خرى نجد      1000  ffh   1: و�لیه  .  
   :من xاذن من ا�ل كل          1 xh  ٔ�ي من ٔ��ل كلx من ،    1f x f x    3  

،من xنبرهن �لخلف ٔ�نه من ٔ��ل كل*)      0f x       4 
، حق�قي 0xنفرض ٔ�نه یو�د �دد     00 xf   .  

:  لكن �ینا       0000  xfxfxh   . تناقض حسب ��ابة أ�ولى  
،من xو�لتالي من ا�ل كل   0f x       4       

  .دا� �بتة �لى kبين ٔ�نن ) *) 3

  :قاب� للاش�تقاق �لى  kا�ا�             
  2xf

xfxgxfxg
xk


    .  

ffبما ان   وgg  فان         
  

0
2





xf

xfxgxfxg
xk        .  

  . �بتة �لى  kو�لتالي ا�ا�
 ،من xاس�ت��اج ٔ�نه من ٔ��ل كل*)        g x f x. 

 :من xفانه من ا�ل كل  �بتة �لى kبما ان ا�ا�         xk   ح�ث بت حق�قي�. 

:  �ینا   0k  ومن �ة ٔ�خرى نجد   
 

1
0

0
0 

f

g
k   1: و�لیه  .  

   :من xاذن من ا�ل كل          1 xh  ٔ�ي من ٔ��ل كلx من ، 
 

1
xf

xg .   

 ،من xٔ�ي من ٔ��ل كل         g x f x.  
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 ،من xو ٔ�نه من ٔ��ل كل دا� �بتة �لى iبين ٔ�ن) *) 4      i x f y. 

  :قاب� للاش�تقاق �لى  iا�ا�                  
  2xf

yxfxfxfyxf
xi


    .  

ffبما ان    فان         
  

0
2





xf

yxfxfxfyxf
xi        .  

  . �بتة �لى  iو�لتالي ا�ا�
 :من xفانه من ا�ل كل  �بتة �لى iبما ان ا�ا�         xi   ح�ث بت حق�قي�. 

:  �ینا   0i  ومن �ة ٔ�خرى نجد   
 

 yf
f

yf
i 

0
  .  1: و�لیه   0

   :من xاذن من ا�ل كل           yfxi   .  
 ،من yو من ٔ��ل كل من xاس�ت��اج ٔ�نه من ٔ��ل كل*)            f x y f x f y       5  

   :من �xینا من ا�ل كل             yfxi   .  

 ،من xٔ�ي من ٔ��ل كل            
 

 yf
xf

yxf


  .  

 ،من yو من ٔ��ل كل من xمن ٔ��ل كلٔ�ي                   f x y f x f y       5  

 ،من yو من ٔ��ل كل من xٔ�نه من ٔ��ل كل اس�ت��اج*)         
 
 
f x

f x y
f y

       6  

 :�ینا                
 

 
 yf
xf

yf

xf
yxfyxf 


 ) 3(�س�تعمال : ( 

 yf
yf

1
 (  

 .jتعين ا�ا� المش�تقة ��ا�) *) 5

  :قاب� للاش�تقاق �لى  jا�ا�                 
   2

1

n

nn

xf

xfxfnnxfxfnxfn
xj




      

ffبما ان    فان             
   

0
2

1







n

nn

xf

xfxnfnxfxfnxnf
xj        .  

  . �بتة �لى  jو�لتالي ا�ا�
 :من xفانه من ا�ل كل  �بتة �لى jبما ان ا�ا�         xi   ح�ث بت حق�قي�.  

 ،من xاس�ت��ج ٔ�نه من ٔ��ل كل*)        
n

f nx f x         7  
 :من �xینا من ا�ل كل         xi   ح�ث بت حق�قي�.  

:    اذن         
  

1
0

0
0 

n
f

f
i   .  

 :من xمن ا�ل كل :  و�لیه       1xi   .  

 :من xمن ا�ل كل :  ٔ�ي      
  

1
n

xf

nxf      .  

 ،من xمن ٔ��ل كل: ٔ�ي        
n

f nx f x         7  
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fبحیث القاب� للاش�تقاق �لى �fسمى ا�ا� الوح�دة :تعریف   f  و 0 1f   ا�ا� أ�س�یة  
  ". exp" و �رمز إ�يها �لرمز   ).النی�يریة (      

 ،من xمن ٔ��ل كل   expf x x  
�س�تعمال الترميز السابق كل النتائج  ةباكت )6 1 ، 2 ، ... ، 7 

  : �ینا nو من ٔ��ل كل �دد صحیح �س�بي x،yمن ٔ��ل كل �دد�ن حق�ق�ين      

             )1......(exppex xx  و   2.....10exp    و 
 

 3.....
exp

1
exp

x
x       و  

            4.....0exp x     و       5.....expexpexp yxyx      و   

           
 

 6.....
exp

exp
exp

y

x
yx     و      7.....expexp

n
xnx  .  

 ا�ا� أ�س�یة
 عموم�ات. 1

 :�سمح ال�شاط أ�ول من اس�ت�لاص النتائج التالیة        
fبحیث قاب� للاش�تقاق �لى fتو�د دا� وح�دة  :مبرهنة و تعریف     f  و 0 1f .  
  ).النی�يریة ( و �سميها ا�ا� أ�س�یة "  exp" �رمز إلى هذه ا�ا� �لرمز    

yا�ا� أ�س�یة هي إذن الحل الخاص �لمعاد� التفاضلیة :ملاحظة       y   التي تحقق 0 1y .                        
  :نتائج       exp 0 1.  

               من ٔ��ل كل �دد حق�قيx ،   exp expx x .  
 :خواص �بریة . 2

  : �ینا nو من ٔ��ل كل �دد صحیح �س�بي x،yحق�ق�ينمن ٔ��ل كل �دد�ن  :خواص     

        exp 0 1x      
 

 
1

exp 2
exp

x
x

               exp exp exp 3x y x y  .  

      
 
 

 
exp

exp 4
exp

x
x y

y
        .     exp exp 5

n
nx x   .  

  .ٔ�نظر ال�شاط أ�ول :البرهان      

 : xeو الترميز  eالعدد. 3
��ا� أ�س�یة ٔ�ي  1هو صورة العدد eالعدد*)     exp 1e  . 2,718281828تعطینا الحاس�بةe .  

n ،من ٔ��ل كل �دد صحیح �س�بي*)         exp exp 1 exp 1
n

n n      .  
n ،من ٔ��ل كل �دد صحیح �س�بي: �ینا إذن   exp nn e.  
، إلى xحق�قياصطلا�ا �رمز، من ٔ��ل كل �دد    exp x  ِبـxe.  
  

x ،من ٔ��ل كل �دد حق�قي exp xx e  
  ". xٔ�س�یة : " xeتقر�ٔ      
  .الترميز السابق م�لائم مع خواص القوى في الحا� التي �كون فيها أ�س �ددا صحی�ا :ملاحظة      
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  :�س�تعمال �صطلاح السابق �ك�ب خواص ا�ا� أ�س�یة كما یلي    
 
  : �ینا nو من ٔ��ل كل �دد صحیح �س�بي x،yمن ٔ��ل كل �دد�ن حق�ق�ين :قوا�د الحساب    

     (*0 1e                             (* exp xx e               (*1x

x
e

e
   

     (*x y x ye e e                     (*e
x

x y

y

e

e
                  (* 

nnx xe e  

          
  

  : تمر�ن 
  : �سط العبارات التالیة 

1(  
e

ee 22     .2   (
13

3
 ee

e   3   (   33110 xxx eee     

4  (






 







  

22

4444 xxxx eeee  .  

  : الحل 

1(  2

52

2
2

e
e

ee


   . 

2(  2

3

13
3

3 





e

ee

e . 

3(      2333110   xxxx eeee  . 

4(  
x

xxxxx

e

eeeee
8

164444

4

1

22










 







  

 . 

  :  2تمر�ن 

f ا�ا� العددیة المعرفة �لى كما یلي : 
x

x

e

e
xf




1
 و    Cf تمثیلها البیاني في المس�توي

الم�سوب الى معلم م�عامد وم��ا�س  jio ;;  .  
x  :بين انه من ا�ل كل �دد حق�قي     1 xfxf  .  

  .فسر بیانیا هذه الن���ة 
  :الحل 

x  :من ا�ل كل �دد حق�قي     1
2

2

11





















xx

xx

x

x

x

x

ee

ee

e

e

e

e
xfxf  .  

و Dدا� معرفة �لى f  :تذكير Cf  تمثیلها البیاني في المس�توي الم�سوب الى معلم م�عامد وم��ا�س jio ;; .  
لإثبات ٔ�ن المس�تقيم  )1 d ذو معاد�ax  هو محور تناظر Cf  يمكن اتباع  ا�دى الطرق التالیة: 

�xaكون  Dمنxلكل *)  2 منD و   xfxaf 2    .  
�xaكون  Dمنxلكل *)   منD وxa  منD  و   xfxaf 2    .  
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: نقوم بتغير المعلم بحیث نضع *) 








Yy

aXx
      .  

تصبح  xfy   تعني aXfY   هذه ��يرة تعرف دا�g  .  
  .دا� زوج�ة  gنبرهن ٔ�ن

لإثبات ٔ�ن  النقطة )2 baA هي مركز تناظر  ; Cf  يمكن اتباع  ا�دى الطرق التالیة: 
�xaكون  Dمنxلكل *)  2 منD و    bxfxaf 22     .  
�xaكون  Dمنxلكل *)   منD وxa  منD  و    bxafxaf 2    .  

: نقوم بتغير المعلم بحیث نضع *) 








bYy

aXx
      .  

تصبح  xfy   تعني  baXfY   هذه ��يرة تعرف دا�g  .  
  .دا� فردیة gنبرهن ٔ�ن

�ینا : تفسير الن���ة بیانیا     1 xfxf یعني   
2

1
202  xfxf  .  

اذن النقطة 








2

1
;0A   هي مركز تناظر المنحنى Cf .  

:ا�وال أ�س�یة
kxx e 

f �لول المعاد�. 1 kf  
  .�ددا حق�ق�ا kلیكن  :مبرهنة    

fبحیث قاب� للاش�تقاق �لى fتو�د دا� وح�دة      kf  و 0 1f .f  هي ا�ا�kxx e.  
   :البرهان      

بـِ  ا�ا� المعرفة �لى fلتكن :الوجود      kxf x e.  
،من xو �ینا من ٔ��ل كل قاب� للاش�تقاق �لى fا�ا�    kxf x ke kf x   كما ٔ�ن

  00 1f e .  
fتحقق  fو �لتالي ا�ا�   kf  و 0 1f .  
gبحیث قاب� للاش�تقاق �لى gنفرض وجود دا� �نیة :الو�دانیة    kg  و 0 1g . نعتبر ا�ا�h  المعرفة  

بـِ  �لى  
 
 
g x

h x
f x

 .ا�ا�h قاب� للاش�تقاق �لى  من ٔ��ل كلو �یناx من ،

 
       

 

       

 
2 2

0
g x f x f x g x kg x f x kf x g x

h x
f x f x

  
   

      

مع  �بتة �لى hإذن. 

 
 
0

0
0 1

g
h

e
 .و م�ه من ٔ��ل كلx من،   1h x  . من ٔ��ل كلإذنx من ،   g x f x.  

  :دوال تحول ا�موع إلى �داء . 2   
  :بحیث و القاب� للاش�تقاق �لى fالمعدومةا�وال �ير  :مبرهنة     

y ،و xمن ٔ��ل كل �دد�ن حق�ق�ين                       f x y f x f y   
kxxهي ا�وال                        e  ح�ثk دد حق�قي�.  
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   :البرهان      
،منx،yمن ٔ��ل كل: بحیث دا� �ير معدومة و قاب� للاش�تقاق �لى fلتكن    

     f x y f x f y   

0xب�ٔ�ذ   0وy  نحصل �لى   
2

0 0f f    ٔ�ي   0 1 0 0f f     ٔ�ي 0 0f   ٔ�و 0 1f   
إذا كان  0 0f  فإن من ٔ��ل كلx من ،         0 0 0 0f x f x f x f f x      مما یعني  
معدومة و هذا مرفوض و �لتالي  fٔ�ن  0 1f .  
،من �xبت، �ینا من ٔ��ل كل yمن ٔ��ل كل      f x y f x f y  .ش�تقاق الطرفين �ل�س�بة إلى�x   
،من xمن ٔ��ل كل: نحصل �لى      f x y f x f y  . 0من ٔ��لx  ینا� :

     0f y f f y   
بوضع  0k f  كون �ینا من ٔ��ل كل�y من،   f y kf y  . إذنf kf  و 0 1f    
 ،من xو م�ه حسب المبرهنة السابقة �ینا من ٔ��ل كل   kxf x e.  

بـِ  ا�ا� المعرفة �لى fلتكن :عكس�یا     kxf x e. س�تعمال الخواص الجبریة ��ا� أ�س�یة نحصل �لى�:  
y ،و xمن ٔ��ل كل �دد�ن حق�ق�ين       k x y kx ky kx kyf x y e e e e f x f y

        
  : 102ص 15تمر�ن رقم 

نبين ٔ�ن  -�ٔ . 1    0 1f  .  
y  :و xحق�ق�ين من ٔ��ل كل �دد�ن :   �ینا       yfxfyxf      .  

:  نجد  0yو  0xبوضع      000 fff     یعني     000
2

 ff  یعني     0100 ff  یعني
  00 f  ٔ�و  10 f   وبما ٔ�نf  ير معدومة فان�  10 f  . 

  : xنبين ٔ�نه من ٔ��ل كل �دد حق�قي  -ب 
              1f x f x   .  

xyبوضع        نجد :      xfxfxxf    .  
:    لكن       10  fxxf  .  
:  و�لتالي نجد       1f x f x     .  

x   ،نبين ٔ�نه من ٔ��ل كل �دد حق�قي  -�ٔ . 2 
2 2

x x
f f f x
   

    
   

   .  

بوضع  
2

z
x  و

2

z
y    نجد  :



























2222

z
f

z
f

zz
f   .  

:    ٔ�ي   

















22

z
f

z
fzf  .  

x   ،اذن من ٔ��ل كل �دد حق�قي  
2 2

x x
f f f x
   

    
   

   .  

  .fاس�ت��اج إشارة ا�ا� -ب

x   ،من ٔ��ل كل �دد حق�قي : �ینا  
2 2

x x
f f f x
   

    
   

   .  
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2-1-2

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

 C 

  

x   ،ٔ�ي من ٔ��ل كل �دد حق�قي   0
2

2



















x
fxf   .  

  .موج�ة تماما �لى fاذن 
 دراسة ا�ا� أ�س�یة

 اتجاه تغير ا�ا� أ�س�یة. 1
x ،0xeمن ٔ��ل كل �دد حق�قي  :�1اصیة     .  

،من xمن ٔ��ل كل :البرهان      
2

2
2 2

x x
xe e e

  
   

 
0xeو بما ٔ�ن    ٕن من ٔ��ل كلفاx من،0xe . 

  .ا�ا� أ�س�یة متزایدة تماما �لى  :�2اصیة    
،من xمن ٔ��ل كل :البرهان       exp xx e   من ٔ��ل كلو م�هx من، exp 0x .  

a: �ینا bو aمن ٔ��ل كل �دد�ن حق�ق�ين  :نتائج       be e   یعنيa b  وa be e   یعنيa b.  
               من ٔ��ل كل �دد حق�قيx 0: �ینا 1xe    0یعنيx    1وxe    0یعنيx .  

 ا�نها�ت. 2
       :خواص      lim 1x

x
e


          . lim 0 2x

x
e


.  

   :البرهان      
المعرفة �لى fنعتبر ا�ا�     0;  ِبـ  xf x e x  .من ٔ��ل كلx من 0; ،  1xf x e  .  

من xو بما ٔ�ن من ٔ��ل كل  0; 1xe  فإن  0f x  و م�هf متزایدة تماما �لى 0;  و 0 1f  .  
من xإذن من ٔ��ل كل  0; ،  0f x   ٔ�يxe x . ینا�lim

x
x


   و م�هlim x

x
e


 .  

x ،1xمن ٔ��ل كل �دد حق�قي    

x
e

e 
  و بما ٔ�نlim x

x
e 


   lim

x
x


   فإنlim 0x

x
e


.  

  ا�تمثیل البیاني - �دول تغيرات. 3

            0            x  
                 +   exp x  

  
                 1  

                             0  

  
xe  

  
  

  المنحني Cالممثل ��ا� أ�س�یة یق�ل محور الفواصل كمس�تقيم مقارب لما یؤولx إلى. 

  ینا� exp 0 1   0و 1e  .إذن یق�ل المنحني C  مماسا  0عند النقطة ذات الفاص�  : 1y x  . 

 من تعریف العدد المش�تق �ینا:   
 

0

0 exp 0
lim exp 0 1
x

exp x

x

 
     إذن

0

1
lim 1

x

x

e

x


 

1xا�ا� :ن���ة      x هي ٔ�حسن تقریب ت�لٓفي ��ا�xx e 0بجوار.  
1xe:�ینا 0قریب من  xٔ�ي من ٔ��ل  x .  
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  : تمر�ن 
  :المعادلات والمتراجحات �ل في 
1( 014 xe    . 

2( 0
2

 eex  . 

3( xx ee 21 2

. 

4(  322

eee xx   .  
  :الحل 

المعاد�     :طریقة     u x v xe e       تعني   u x v x.  
المتراجحة                u x v xe e        تعني   u x v x.  

  
1( 014 xe  14یعني xe   و�لتالي المعاد� لا تق�ل �ل في. 

2( 0
2

 eex  12یعني

eex     12یعني x  1یعنيx  1ٔ�وx . 

3(  xx ee 21 2

  یعنيxx 21 2   021یعني 2  xx  یعني  01
2
 x   0یعنيx . 

4(  322

eee xx   62یعني

ee xx   62یعني  xx  062یعني  xx  یعني
   023  xx   یعني 2;3x    . 

expدراسة ا�ا�  u 
 ا�نها�ت. 1

�expراسة نهایة دا�      u س�تعمل المبرهنة الخاصة �نهایة دا� مر�بة�. 
  :م�ال      

بـِ  المعرفة �لى  fنعتبر ا�ا�         2 xexf.  

  ینا�  


2lim x
x

0limو بما ٔ�ن  
0




X

X
e  فإن  0lim 2 



x

x
e  ٔ�ي  0lim 


xf

x
. 

  ینا�  


2lim x
x

و بما ٔ�ن  


X

X
elim  فإن  



2lim x

x
e  ٔ�ي  


xf

x
lim. 

 اتجاه التغيرات. 2
expو  uفإن ��التين Iدا� معرفة �لى مجال uإذا كانت  :�اصیة     u  نفس اتجاه التغيرات �لى ا�الI.  

  :البرهان      
  ه تغير دا� مر�بة �كون ��التينإذن حسب المبرهنة الخاصة �تجا. متزایدة تماما �لى "  exp" نعلم ٔ�ن ا�ا�        
u  وexp u   اتجاه التغيرات �لى ا�ال نفسI.  

  :م�ال      

بـِ  المعرفة �لى  fنعتبر ا�ا�         25 2 xexf.  
expfنلاحظ ٔ�ن  u   ح�ثu  هي ا�ا� المعرفة �لى  ِبـ  25 2  xxu.  
م�ناقصة تماما �لى ا�ال  uبما ٔ�ن ا�ا�  ;0  فإن ا�ا�f م�ناقصة تماما �لى ا�ال ;0.  
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متزایدة تماما �لى ا�ال  uوبما ان ا�ا�  0;  فإن ا�ا�f متزلیدة تماما �لى ا�ال 0;. 
 المش�تقة . 3

expفإن ا�ا�  Iدا� قاب� للاش�تقاق �لى مجال uإذا كانت :�اصیة     u قاب� للاش�تقاق �لىI و �ینا من ٔ��ل  

I ،من xكل            exp u xu x u x e .  
  :البرهان

فإن ا�ا� المر�بة قاب� للاش�تقاق �لى "  exp" و �لما ان ا�ا�   Iقاب� للاش�تقاق �لى   uا�ا�  إذا كانت
exp u قاب� للاش�تقاق �لىI و بتطبیق قا�دة حساب مش�تقة دا� مر�بة �كون �ینا:  

I ،من xمن ٔ��ل كل                exp exp expu x u x u x u x u x             

I،من xٔ�ي من ٔ��ل كل        exp u xu x u x e . 
  :م�ال      

 مش�تقة ا�ا�f  المعرفة �لى  ِبـ 
3xexf   هي 

323 xexxf . 

 مش�تقة ا�ا�g  المعرفة �لى  ِبـ  x
x

exg
13

  هي  x
x

e
x

xxg
1

2

2
31

3










. 

  : 105ص    49تمر�ن رقم 
  . fدراسة تغيرات ا�ا� ) �ٔ  )1

): �ینا  )
1

x

x

e
f x

e



  

:  و   ا�ا� قاب� للاش�تقاق �لى    
   

0
11

1
22










x

x

x

xxxx

e

e

e

eeee
xf     .  

  . ا�ا� متزایدة تماما �لى 
  .فسر النتائج هندس�یا.و عند عند  fاحسب نها�ت ا�ا� ) ب      

   0lim 


xf
x

و     1lim 


xf
x

   .  

  .  1yو  0yیو�د مس�تقيمين مقاربين معادلتاهما  
 :�دول التغيرات 

 
1نبين ٔ�ن النقطة )2

0;
2

A
 
 
 

)مركز تناظر �لمنحني  )C.  

  :   و  من xو من xلكل 
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   

   

     1
2

1
1

1

1

11

1

11
1

1

11






























x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

e

e

e

e

e
xfxf

e

e

e

exfxf

e

e

e

e
xfxf

 .  

1اذن النقطة         
0;

2
A
 
 
 

)مركز تناظر �لمنحني  )C.  

)�لمنحني Tتعين معاد� المماس ) 3 )C  عند النقطةA .  

 
2

1

4

1
:  xyT   .   

: من xنبين ٔ�نه من ٔ��ل كل) �ٔ ) 4
2

2

( 1)
'( )

4(1 )

x

x

e
g x

e





 .  

  : و ا�ا� قاب� للاش�تقاق �لى 

                    

   

 
 

 
 

   
 2

2

2

2

2

14

1

14

421

14

1

4

1

x

x

x

xxx

x

x

e

e
xg

e

eee
xg

e

e
xg

xfxg
















 .  

   . �gدول تغيرات ا�ا� )  ب

   0 xg یعني  01
2
xe  0یعنيx .  

  
  . �لى  gاس�ت��اج إشارة ) ج
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)اس�ت��اج الوضعیة ال�س��ة �لمنحني) د )C  و المس�تقيمT .  
:  ندرس اشارة الفرق    xgyxf     .  

( )C  فوقT  لى ا�ال� 0;.  
( )C تحتT  لى ا�ال� ;0 .  
( )C یقطعT  في النقطةO   .  

)و  Tرسم ) 5 )C.  

 

(C)

(T)

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

x

y


