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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                          aziz_mus1@hotmail.fr   سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :التمرين الأوّل

I/ 1 . ًادسط، حسة لٍمّ انعذد انطثٍعn 3  تُالً انمسمح الإلهٍذٌح نهعذد
n

 .10عهى 

اسرىرج تالً لسمح انعذد . 2    
 .10 عهى 20153

 ٌكُن انعذد nتٍهّ أوًّ مه أجم كم عذد طثٍعً . 3    
4 1 27 2011 2009 1n n n    10 مضاعف  نهعذد. 

:  تحٍثnجذ مجمُعح الأعذاد انطثٍعٍح . 4     4 113 3 0 10n n  . 

II/ 1 .حم انمعادنح انرفاضهٍح انرانٍح : ' ln3y y 

 انحم انخاص نٍزي انمعادنح َانزي ٌحمك fوسمً. 2      0 1f  ّ؛ تٍهّ أن   3xf x . 

 . َشكم جذَل ذغٍشّاذٍاfادسط ذغٍشّاخ انذانح . 3     

ماٌُ سلم آحاد انعذد . 4        1432 2011f f 

؛ حٍث nSوعرثش انمجمُع . 5          0 1 ...nS f f f n    

2 انرً ٌكُن مه أجهٍا n، ثمّ جذ مجمُعح الأعذاد انطثٍعٍح nS       ــ احسة  nS 10 ٌمثم انمسمح عهى. 

 :التمرين الثاني

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 : نعتبر النقطتٌن

 12;7; 13A و  3;1;2B والمستوٌان  1P و  2Pانهزٌه معادنرٍٍما عهى انرشذٍة : 

  1 :3 2 5 1 0P x y z    و   2 : 2 0P x y z   

 تٍهّ أنّ انمسرٌٍُه .1 1Pَ  2P مرماطعان َفك مسرمٍم  ًٌطهة ذعٍٍه ذمثٍم َسٍطً ن . 

 عهى انمسرُي A ًٌ انمسمظ انعمُدي نهىمطح Bأثثد أنّ انىمطح . 2 1P. 

نٍكه . 3 Q انمسرُي انمعٍهّ تانىمطح  6;5; 6C  َانشعاعٍه  2;2;2u


 َ   2;3;0v 


. 

أ ـ اكرة ذمثٍلا َسٍطٍا نهمسرُي  Q. 

ب ـ تٍهّ أنّ انمسرٌٍُه  1Pَ  Qمرُاصٌان . 

3جـ ـ ذحمك أن  2 5 58 0x y z    معادنح دٌكاسذٍح نهمسرُي  Q . 

 مىرصف Iد ـ ذحمك أنّ انىمطح ABذىرمً إنى  Q َّاسرىرج أن  Qانمسرُي انمحُسي نهمطعح ٌُ  AB. 

نركه . 4 Sمجمُعح انىمظ Mمه انفضاء َانرً ذحمك  :. 0MA MB 
 

. 

أ ـ تٍهّ أنّ  Sسطح كشج ٌطهة ذعٍٍه عىاصشٌا انممٍضج ًٌ . 

ب ـ اسرىرج أنّ انمسرُي  Q ٌمطع سطح انكشج  Sَفك دائشج ٌطهة ذعٍٍه مشكضٌا َوصف لطشٌا . 

 :التمرين الثالث

 حٌث ABCنعتبر المثلث القائم و المتساوي الساقٌن  ;
2

AB AC



 

 . 

 B إلىC وC إلىD التشابه المباشر الذي ٌحول S، وC بالنسبة إلىA نظٌرةDلتكن 
ٌّن نسبة وزاوٌة التشابة المباشر. 1  .Sع

 .S مركز التشابه المباشر  نسمً .2

DC باستعمال العلاقة    أ ـ C D 
  

ٌّن  نّ  2: ، ب 2DC D. 
 .DC استنتج طبٌعة المثلث ب ـ   
Tنضع . 3 S S . 

ٌّن عناصره الممٌزة T ما طبٌعة التحوٌلأ ـ     .؟ ع
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                          aziz_mus1@hotmail.fr   سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

ٌّن صورة النقطة ب ـ     . T بالتحوٌلD ع
ٌّن  نّ الرباعً .4 AD ب Bمستطٌل . 

 :التمرين الرابع

I- الدّالة g معرّفة على ًكما ٌل  :   1 xg x x e . 

ٌّرات الدالة -1  .g ادرس تغ

ٌّن  نّه، من  جل كل عدد حقٌقً -2 x : ب 1 1 0xx e  . 

II- الدّالة f 0 معرّفة على;   ًكما ٌل  :
 

 

1
; 0

0 1

xe
f x x

x

f








 



. 

ٌّن  نّ  أ ـ-1 ;0 مستمرة على f ب  . 

 احسب ب ـ     lim
x

f x


. 

;0 من x تحقّق  نّه، من  جل كل عدد حقٌقً  أ ـ-2   : 
 

2

1 1
'

xx e
f x

x

 
. 

ٌّر الدّالة ب ـ     ٌّراتهاf استنتج اتجاه تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

III - n 1 عدد طبٌعً حٌثn  ؛nf 0 الدّالة المعرّفة على;  بـ  : 
1

ln
x

n

e
f x n x

x


 . 

و nC منحاها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّر الدالة -1 ;0 على nf ادرس اتجاه تغ  . 

 احسب -2 
0

lim n
x

f x




 و  lim n
x

f x


. 

 ادرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن -3 nC و  1nC . 

ٌّن  نّ جمٌع المنحنٌات تمر من نقطة ثابتة -4  . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌتٌها B ب

ٌّن انّه، ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد أ ـ- 5 0,4;0,3 من 1 ب   بحٌث  1 1 0f  . 

ٌّن  نّه، من  جل كل عدد طبٌعً ب ـ     1n حٌث n ب  ّففن  : 1 0nf   ًثمّ برهن  نّه ٌوجد عدد حقٌق ، 

1;1 من n         وحٌد   بحٌث   0n nf  . 

ٌّن  نّه، من  جل كلـ II بالاعتماد على الجزء  أ ـ-6 1;0 من x ؛ ب   :
1

1
xe

e
x


 . 

1n حٌث n استنتج  نّه، من  جل كل عدد طبٌعً ب ـ      : 
1

ln n

e

n



 ّثم ،

1 e

n
n e



. 

 جد نهاٌة المتتالٌة جـ ـ     n. 
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                          aziz_mus1@hotmail.fr   سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :التمرين الأوّل

I/ 1 . ًدراسح، حسة قٍمّ انعدد انطثٍعn 3  تواقً انقسمح الإقهٍدٌح نهعدد
n

 .10عهى 

نذٌىا  03 1 10 ، 13 3 10 ، 23 9 10 أي  23 1 10  ًَمى  43 1 10 

  نذٌىا kَعهًٍ مه أجم كم عذد طثٍعً  43 1 10k  ، 4 13 3 10k   ، 4 23 9 10k   ، 4 33 7 10k  . 

4k+3 4k+2 4k+1 4k n 

تالً لسمح 1 3 9 7

3n
 .10عهى 

استىتاج تاقً قسمح انعدد . 2
 .10 عهى 20153

2015نذٌىا  4 503 3   إرن  20153 7 10 

 ٌكون انعدد nتثٍٍه أوهّ مه أجم كم عدد طثٍعً . 3
4 1 27 2011 2009 1n n n    10 مضاعف  نهعدد. 

نذٌىا  7 3 10  ًَمى    
4 14 17 3 10

nn    أي  4 1 4 17 3 10n n   ًٍَعه  4 17 3 10n   

َنذٌىا  2011 1 10 ًَمى  2011 1 10n n أي  2011 1 10n  

َنذٌىا  2009 1 10  ًَمى    
222009 1 10

nn   أي  22009 1 10n  

إرن  4 1 27 2011 2009 1 3 1 1 1 10n n n         أي  4 1 27 2011 2009 1 0 10n n n     

  انعذد nَتانرانً مه أجم كم عذد طثٍعً 
4 1 27 2011 2009 1n n n    10 مضاعف نهعذد. 

:  تحٍثnاٌجاد مجموعح الأعداد انطثٍعٍح . 4 4 113 3 0 10n n  . 

 4 113 3 0 10n n   معىاي  4 13 3 0 10n n   ًَمى  3 3 0 10n  أي    3 1 0 10n  

 أَنٍان فٍما تٍىٍما إرن حسة مثشٌىح غُص 10 َ 3نذٌىا انعذدان  1 0 10n  ٌكافئ  1 10n   

أي  9 10n  ًٍ10 َعه 9n k  حٍث k  . 

II/ 1 .حم انمعادنح انتفاضهٍح انتانٍح :   ' ln3 ....... 1y y 

انمعادنح  1 مه انشكم 'y ay حهُنٍا ًٌ دَال مه انشكم 
axx ce 

َمىً 
ln3xy ce 3 أيxy c  حٍث c   . 

 انحم انخاص نٍزي انمعادنح َانزي ٌحمك fوسمً. 2 0 1f  ؛  

تثٍٍه أنّ   3xf x . 

  3xf x c  مع   0 1f  

 0 1f  معىاي  
03 1c   ً1 َمىc  ًٍَعه    3xf x  . 

 .fدراسح تغٍرّاخ اندانح. 3

نذٌىا   ln33x xf x e  

  ln3lim lim lim 0x t

x x t
f x e e

  
   

  ln3lim lim limx t

x x t
f x e e

  
    

:  َنذٌىا  ذمثم الإشرماق عهى fانذانح    ln3' ln3 xf x e 

x ،مه أجم كم عذد حمٍمً ' 0f x  َتانرانً انذانح  f مرضاٌذج ذماما عهى  . 
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 .fجدول تغٍرّاخ اندانح 

  x 
   +  'f x 

 
 

0 

 

 f x 

سلم آحاد انعذد . 4   1432 2011f f 

      1432 20111432 2011 3 3f f   

1432نذٌىا  3 358   إرن  14323 1 10 َ  2011 3 502 3   إرن  20113 7 10 

َعهًٍ  1432 20113 3 1 7 10   أي      1432 2011 8 10f f  

َتانرانً سلم آحاد انعذد    1432 2011f f ٌُ  8     . 10 سلم آحاد عذد طثٍعً ٌُ تالً لسمرً عهى. 

؛ حٍث nSوعرثش انمجمُع . 5     0 1 ...nS f f f n    

 .nSحساب ــ 

      0 10 1 ... 3 3 ... 3n

nS f f f n        

nS مجمُع ٌُ  1n  1 َحذٌّا الأَل 3 حذا مه مررانٍح ٌىذسٍح أساسٍا. 
1 13 1 3 1

3 1 2

n n

nS
  

 


 

2 انرً ٌكُن مه أجهٍا nإٌجاد مجمُعح الأعذاد انطثٍعٍح  nS 10 ٌمثم انمسمح عهى. 

 2 0 10nS  ًذعى  13 1 0 10n   َذكافئ   13 1 10n  ً1  َمى 4n k 4 أي 1n k   

kحٍث  . 

 :التمرين الثاني

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 : نعتبر النقطتٌن

 12;7; 13A و  3;1;2B والمستوٌان  1P و  2Pانهزٌه معادنرٍٍما عهى انرشذٍة : 

  1 :3 2 5 1 0P x y z    و   2 : 2 0P x y z   

 تثٍٍه أنّ انمستوٌٍه .1 1Pو  2P متقاطعان وفق مستقٍم  ٌطهة تعٍٍه تمثٍم وسٍطً نه . 

نذٌىا  3;2; 5n 


 شعاعا واظمٍا نهمسرُي  1P َ  ' 1;1; 2n 


 شعاعا واظمٍا نهمسرُي  2P َ 
3 2

1 1
 

nإرن انشعاعان 


 َ 'n


 غٍش مشذثطٍه خطٍا َمىً  1Pَ  2P مرماطعان َفك مسرمٍم  . 

تعٍٍه تمثٍم وسٍطً نهمستقٍم  . 

نركه  ; ;M x y zومطح مه انفضاء . 

إرا كاود  M  فإن إحذاثٍاذٍا ذحمك انجمهح   
3 2 5 1 0

2 0

x y z

x y z

   


  
 

zَتُضع  t وحصم عهى 
3 2 5 1 0

2 0

x y t

x y t

   


  
 ذكافئ 

3 2 5 1 0

2 2 4 0

x y t

x y t
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1َتجمع انمعادنرٍه وجذ  0x t   ً1 َمىx t  َتانرعٌُض وجذ  3 1 2 5 1 0t y t    ًَمى  

2 2 2 0y t   1 أيy t  ًٍَعه  

1

1;

x t

y t t

z t

 


  
 

 ذمثٍم َسٍطً نهمسرمٍم ٌُ  . 

 عهى انمستوي A هً انمسقظ انعمودي نهىقطح Bإثثاخ أنّ انىقطح . 2 1P. 

2نذٌىا  3 1 2 2 0B B Bx y z       ًَمى  1B P 

َنذٌىا  9; 6;15AB  


3AB َمىً  n 
 

n أي انشعاعان 


 َ AB


 . مشذثطان خطٍا

 عهى انمسرُي A ًٌ انمسمظ انعمُدي نهىمطح Bإرن  1P. 

نٍكه . 3 Q انمسرُي انمعٍهّ تانىمطح  6;5; 6C  َانشعاعٍه  2;2;2u


 َ   2;3;0v 


. 

أ ـ كتاتح تمثٍلا وسٍطٍا نهمستوي  Q. 

نركه  ; ;M x y zومطح مه انفضاء . 

 M Q جذ عذدان حمٍمٍان َُ CM تحٍث  َ  إرا َفمظ إرا  u v  
  

  

َمىً 

6 2 2

5 2 3

6 2

x

y

z

 

 



  


  
  

  أي  

2 2 6

2 3 5

2 6

x

y

z

 

 



  


  
  

 . َسٍطان حمٍمٍان َ  حٍث 

ب ـ تثٍٍه أنّ انمستوٌٍه  1Pو  Qمتوازٌان . 

 1Pو  Q  مرُاصٌان معىايn


 ٌُ شعاع واظمً نـ Q أي  n u
 

 َ n v
 

 

.نذٌىا  3 2 2 2 5 2 0n u       
 

 َ . 3 2 2 3 5 0 0nv       
 

n ٌَزا ٌعىً u
 

 َ n v
 

 

َمىً انمسرٌُان  1Pَ  Qمرُاصٌان . 

3جـ ـ انتحقق أن  2 5 58 0x y z    معادنح دٌكارتٍح نهمستوي  Q . 

تما أن      3 2 2 6 2 2 3 5 5 2 6 58 0             3 فإن 2 5 58 0x y z    

معادنح دٌكاسذٍح نهمسرُي  Q. 

 مىتصف Iد ـ انتحقق أنّ انىقطح ABتىتمً إنى  Q  

نذٌىا 
15 11

;4;
2 2

I
 

 
 

 َ 
45 55

3 2 5 58 8 58 0
2 2

I I Ix y z        ًَمى   I Q. 

استىتاج أنّ  Qهو انمستوي انمحوري نهقطعح  AB
 

ABنذٌىا 


َ n


n مشذثطان خطٍا َ


 شعاع واظمً نـ Q إرن AB


 شعاع واظمً نـ Q ّتما أن َ  I Q 

فإن  Qانمسرُي انمحُسي نهمطعح ٌُ  AB 

نركه . 4 Sمجمُعح انىمظ Mمه انفضاء َانرً ذحمك  :. 0MA MB 
 

. 

أ ـ تثٍٍه أنّ  Sهً سطح كرج ٌطهة تعٍٍه عىاصرها انممٍسج . 

. 0MA MB 
 

 ذعىً    . 0MI IA MI IB  
   

 َذكافئ    . 0MI IA MI IA  
   

  

2َذكافئ  2 0MI IA  أي MI IA إرن  S سطح انكشج انرً مشكضٌا ًٌ I َوصف لطشٌا  
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81 36 225 342 3 38

2 2 2 2

AB
IA

 
    

ب ـ استىتاج أنّ انمستوي  Q ٌقطع سطح انكرج  Sوفق دائرج ٌطهة تعٍٍه مركسها ووصف قطرها . 

  ; 0d I Q  لأن  I Q ًَمى  Q ٌمطع  S َفك دائشج كثٍشج فً انكشج  S أي دائشج مشكضٌا I  

َوصف لطشٌا 
3 38

2
r . 

 :التمرين الثالث

 حٌث ABCنعتبر المثلث القائم والمتساوي الساقٌن  ;
2

AB AC



 

 . 

 B إلىC وC إلىD التشابه المباشر الذي ٌحول S، وC بالنسبة إلىA نظٌرةDلتكن 
 .Sتعيين نسبة وزاوية التشابة المباشر. 1

لدٌنا  S D Cو  S C B  

إذن نسبة التشابه هً 
BC

k
CD

 ًوزاوٌته ه  ;CD BC 
 

 

2لدٌنا حسب نظرٌة فٌثاغورس  2 2BC AB AC  لكن AB AC CD  

2إذن  2 2 22BC CD CD CD   ومنه 
2

2
2

BC

CD
 2   ي

BC

CD
   

2k هً Sوعلٌه نسبة التشابه   ولدٌنا    ; ;
4

CD BC CA CB


 
   

  وعلٌه

 هً Sزاوٌة التشابه المباشر
4


. 

 .S مركز التشابه المباشر  نسمي .2

DC   أ ـ باستعمال العلاقة  C D 
  

2:   تبيين أنّ  2DC D. 

    
22

2 2 2 22 . 2 .cos ;DC C D C D C D C D C D D C              
     

لدٌنا  S D C 2 معناهC D   و  ;
4

D C


  
 

 

2إذن  2 2 2 2 22
2 2 2 3 2

2
DC D D D D D D D

 
    

 

          

 .DCب ـ استنتاج طبيعة المثلث 

2لدٌنا  2DC D معناه DC D ومنه المثلث DC ًمتساوي الساقٌن ر سه الأساس D. 

زٌادة على هذا لدٌنا  ;
4

D C


  
 

 إذن  ;
4

C CD


 
 

 وعلٌه  ;
2

DC D


 
 

 

 . ومتساوي الساقٌنD قائم فً DC ي المثلث 
Tنضع . 3 S S . 

 .و تعيين عناصره المميزة Tأ ـ طبيعة التحويل

 هو تشابه مباشر نسبته Tالتحوٌل 
2

2 وزاوٌته 2  ي نسبته 2
4


 ي زاوٌته  

2


 . ومركزه 
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 . T بالتحويلDب ـ تعيين صورة النقطة 

لدٌنا  S C B و   S D C ومنه   S S D B ي   S S D B إذن  T D B 

AD تبيين أنّ الرباعي .4 Bمستطيل . 

لدٌنا  ;
2

AB AD



 

 ؛    ; ;
2

DA D DC D


   
   

 

ولدٌنا  T D B معناه  ;
2

D B


  
 

 

ADبما  ن الرباعً  Bفٌه ثلاث زواٌا قائمة فهو مستطٌل . 
 :التمرين الرابع

I- الدّالة g معرّفة على ًكما ٌل  :   1 xg x x e . 

 .g دراسة تغيّرات الدالة -1

   lim lim 1 lim 0x x x

x x x
g x x e xe e

  
     

   lim lim 1 x

x x
g x x e

 
    ّلأن lim 1

x
x


   و lim x

x
e


 . 

 :x ولدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً تقبل الإشتقاق على gالدالة 

   ' 1x x xg x e e x xe    

0xeلدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً ،   ومنه إشارة  'g x هً نفس إشارة x على . 

من  جل  ;0x   ، ' 0g x  

من  جل  0;x   ، ' 0g x  و  ' 0 0g  

 متناقصة تماما على المجال gإذن الدالة  ;0 ومتزاٌدة تماما على المجال  0;. 

 .gجدول تغيرات الدالة 

 0  x 

 + 0      'g x 

 0 

 

     1 

 

 g x 

x : تبيين أنّه  من أجل كل عدد حقيقي-2 1 1 0xx e  . 

x ،لدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً  1g x   معناه  1 1xx e   ي   1 1 0xx e   

II- الدّالة f 0 معرّفة على;   ًكما ٌل  :
 

 

1
; 0

0 1

xe
f x x

x

f








 



. 

;0 مستمرة على f أ ـ تبيين أنّ -1  . 

1xxلدٌنا الدالة  e  مستمرة على المجال  0; والدالة x x مستمرة على المجال  0; 

وهً لاتنعدم على هذا المجال إذن حاصل قسمتهما ٌكون دالة مستمرة على المجال  0; ي الدالة  f 

مستمرة على المجال  0;. 
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ولدٌنا    
0 0

1
lim lim 1 0

x

x x

e
f x f

x 
 


   ومنه الدالة f 0 مستمرة على ٌمٌن. 

;0 مستمرة على fوبالتالً الدالة   . 

ب ـ حساب  lim
x

f x


. 

 
1 1

lim lim lim
x x

x x x

e e
f x

x x x  


     

;0 من x أ ـ التحقّق أنّه  من أجل كل عدد حقيقي -2   : 
 

2

1 1
'

xx e
f x

x

 
. 

لٌكن  0;x  . 

 
   

2 2

1 1 1
'

x x xxe e x e
f x

x x

   
  

 . fب ـ استنتاج اتجاه تغيّر الدّالة 

لدٌنا من  جل كل  0;x   ، 1 1 0xx e   2 و 0x  إذن من  جل كل  0;x  :

 ' 0f x  وبالتالً الدالة f 0 متزاٌدة تماما على المجال;   . 

 .fجدول تغيّرات الدالة 
 0 x 

    + 'f x 

 
 

1 

 

 f x 

III - n 1 عدد طبٌعً حٌثn  ؛nf 0 الدّالة المعرّفة على;  بـ  : 
1

ln
x

n

e
f x n x

x


 . 

و nC منحاها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

;0 على nf دراسة اتجاه تغيّر الدالة -1  . 

;0 هً مجموع دالتٌن متزاٌدتٌن تماما على المجالnfالدالة   (  الدالةfوالدالة lnx n x ) 

;0 متزاٌدة تماما على nfإذن الدالة   . 

 حساب -2 
0

lim n
x

f x




 و  lim n
x

f x


. 

 
0 0

1
lim lim ln

x

n
x x

e
f x n x

x 
 


    ّلأن  

0

1
lim 1

x

x

e

x



 و 

0

lim ln
x

n x




  

 
1

lim lim ln
x

n
x x

e
f x n x

x 


    ّلأن  

1
lim

x

x

e

x


  و lim ln

x
n x


  

 دراسة الوضع النسبي للمنحنيين -3 nC و  1nC . 

     1

1 1
1 ln ln ln ln ln ln

x x

n n

e e
f x f x n x n x n x x x x

x x
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   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  1  يx  

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  1  يx  

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  0  ي 1x  

 1 0 x 
 + 0     1n nf x f x  

 

      1nC 
 فوق  nC                1nC 

 تحت  nC 

 
 الوضعٌة النسبٌة

 1nC 
 و  nC ٌتقاطعان فً النقطة ذات الإحداثٌتٌن  1; 1e . 

 . يطلب تعيين إحداثيتيهاB تبيين أنّ جميع المنحنيات تمر من نقطة ثابتة-4

 لدٌنا nمن  جل كل عدد طبٌعً  1 1nf e  وعلٌه  1; 1B e . 

0,4;0,3 من 1أ ـ تبيين انّه  يوجد عدد حقيقي وحيد - 5   بحيث  1 1 0f  . 

;0 مستمرة ومتزاٌدة تماما على 1fالدالة    وبالخصوص على المجال  0,3;0,4 و  1 0.3 0.03f  

 ، 1 0.4 0.31f  ي      1 10.3 0.4 0f f ٌّم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد   إذن حسب مبرهنة الق

10,4;0,3 من المجال   بحٌث   1 1 0f  . 

1n حيث nتبيين أنّه  من أجل كل عدد طبيعي  ب ـ  ّفن   : 1 0nf  . 

     
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
ln ln ln ln 1 lnn

e e
f f n n n

 

      
 

  
         

 
 

لكن  1 1 0f   ومنه     1 11 lnnf n   

1nلدٌنا من  جل كل   ،1 0n   ّ10  وبما  ن 1  ّففن 
1ln 0  إذن   11 ln 0n   

 ي  1 0nf   .(  ٌمكن استعمال عدة طرق). 

1;1 من n تبيين أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد   بحيث   0n nf  . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على nfالدالة  0; وبالخصوص على  1;1 و  1 1nf e  

ولدٌنا  1 0nf   إذن    11 0n nf f  ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌق  

1;1 من nوحٌد    بحٌث   0n nf  . 

1;0 من x أ ـ تبيين أنّه  من أجل كل-6   :
1

1
xe

e
x


 . 

1;0 متزاٌدة تماما على المجال fلدٌنا الدالة    إذن من  جل كل  0;1x  لدٌنا    1f x f 

ومنه   1f x e  ي  
1

1
xe

e
x


 . 

1n حيث nب ـ استنتاج أنّه  من أجل كل عدد طبيعي   : 
1

ln n

e

n



 ّثم  

1 e

n
n e



. 

لدٌنا  0;1n  ومنه 
1

1
n

n

e
e
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ولدٌنا   0n nf   معناه 
1

1

1

1
ln 0

e
n







  ومنه 

1

1

1

1
ln

e
n







  

إذن 
1ln 1n e   وتكافئ 

1

1
ln

n

e
 


  وبالتالً 

1 e

n
n e



. 

جـ ـ إيجاد نهاية المتتالية  n. 

لدٌنا 
1

1
e

n
ne 



  ولدٌنا  
1

lim 1
e

n

n
e




 إذن حسب النهاٌات بالمقارنة نستنتج lim 1n

n



 . 


