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 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن
 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 النقط  1;0; 2A ، 3;1;0Bو 1;0;1C 

اكتب معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة . 1 S التً مركزها A وتشمل B.  

لتكن . 2  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء بحٌث   :
2 3 0

1 0

x z

y z

  


  
 

ٌّن أنّ      ب  مستقٌم شعاع توجٌهه  2; 1;1u  


 .B وٌشمل النقطة 

اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 3 P الذي ٌشمل A وٌعامد  . 

ٌّن إحداثٌات نقطة تقاطع المستوي . 4 أ ـ ع P والمستقٌم  . 

 عن المستقٌم A    ب ـ احسب بُعد النقطة   ثمّ استنتج أن ،  ٌقطع سطح الكرة  Sفً نقطتٌن ٌطلب تعٌٌنهما . 

5 .t عدد حقٌقً و G مرجح الجملة     ; , ;1tB e C. 

ٌّن أنّ      أ ـ ب
1

1 t
BG BC

e




 
. 

ٌّرات الدالة  :  بـ المعرفة على f    ب ـ شكل جدول تغ 
1

1 t
f t

e



. 

 . فً t عندما ٌتغٌر G    ج ـ استنتج مجموعة النقط 
 :التمرٌن الثانً

I لٌكن  P z كثٌر الحدود للمتغٌّر المركب zحٌث  :  3 2 4 6P z z z z   . 

1ٌّن أنّه، من أجل كل عدد مركب z ، ب   P z P z. 

2 1 تحقق أن i جذر لكثٌر الحدود  P zثمّ استنتج جذرا آخر له ،. 

3 حل فً مجموعة الأعداد المركّبة  المعادلة   0P z . 

II نعتبر فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 انرً لاحماذٍا C و A ،B النقط  

      1Az   ،1Bz i  َ 
C Bz zعهى انرشذٍة . 

1 ًانرحٌُم انىمط S ٌشفك تكم ومطح  M z مه انمسرُي انىمطح  ' 'M zحٍث  : ' 1z i z i  . 

 . ؟ عٍهّ عىاصشي انممٍضجS     أ ـ ما طثٍعح انرحٌُم

 .AMM'، ماطثٍعح انمثهث A ومطح ذخرهف عه M     ب ـ نركه 

2 n َ ًعذد طثٍع nM ومطح مه انمسرُي ذخرهف عه A لاحمرٍا انعذد انمشكة ،nz. 

0M      وضع  O ًَمه أجم كم عذد طثٍع n ، 1n nM S M . 

n ،أثبت أنه، من أجل كل عدد طبٌعً   ـ     أ  1 1
n

nz i  . 

ٌّم العدد الطبٌعً  ٌّن ق  . فً استقامٌةnM و O ،A التً من أجلها تكون النقط  n     ب ـ ع
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 :التمرٌن الثالث

I- g  انذانح انمعشّفح عهى ًٌ تـ :   1 1xg x x e   

ٌّرات الدّالة  .1  .gادُرس تغ

 أثثد أنّ انمعادنح .2  0g x  ذمثم حلا َحٍذا 1.2:  حٍث 1.3 . 

 اسرىرج إشاسج .3 g x حسة لٍم x. 

II- f  هً الدالة المعرّفة على تـ : 
2

1x

x
f x

e



. 

و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

 . َ عىذ  عىذ fأـ احسة وٍاٌرً انذانح . 1

x ، ب ـ تٍهّ أوًّ، مه أجم كم عذد حمٍمً     
 

 
2

2
'

1x

g x
f x

e





 .fثم استنتج تغٌرات الدالة . 

ٌّن أنّ     :  جـ ـ ب   2 1f    ثمّ استنتج حصرا للعدد ، f . 

ٌّن أنّ المستقٌم  .2 أ ـ ب  2 ذا المعادلةy x مستقٌم مقارب للمنحنى ، fCبجوار . 

    ب ـ ادرس وضعٌة  fC بالنسبة إلى  . 

ٌّن أنّ .3 :  أ ـ ب  2f   . 

ٌّن أنّ المنحنً      ب ـ ب fC موازٌا للمستقٌم  فً النقطة ذات الفاصلة  ٌقبل مماسا . 

 .    جـ ـ اكتب معادلة 

 و ،  أنشئ .4 fC. 

  .:  عدد وإشارة حلول المعادلة ناقش بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً .5

 :التمرٌن الرابع

 . و  نقطتان فاصلتاهما على الترتٌب ،، مستقٌم مزود بمعلم 

 مرجح الجملة ، نسمً من أجل كل عدد طبٌعً 
 

  مرجح الجملة  و 

 . و، ، علم النقط 

 . و  حٌث  و فاصلتاهما على الترتٌب  و النقطتان 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً ـ      .  و :  ب

 .:  برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً أ ـ 

ٌّن أنّ ب ـ       . متتالٌتان هندسٌتان ٌطلب تعٌٌن أساس كل منهما و ب

 .  بدلالة  و عبّر عن أ ـ 

ٌّن نهاٌتً ب ـ       .فسّر النتائج هندسٌا.  و ع
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 

 


 d ;O i


0A0B43
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 :الموضوع الثانً
 :التمرٌن الأوّل

  و  المستقٌم الذي ٌشمل النقطة  ، الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس

 :   المستقٌم المعرّف بجملة المعادلتٌن. شعاع توجٌه له

 . و جد تمثٌلا وسٌطٌا لكل من المستقٌمٌن . 1

ٌّن أنّ . 2  . لٌسا من نفس المستوي وب

ٌّن أنّ معادلة المستوي هً.  و ٌوازي  المستوي الذي ٌشمل . 3  : ب

   والمستوي  المسافة بٌناحسب . ، حٌث  نقطة كٌفٌة من المستقٌم. 4

ٌّن إحداثٌات النقطة . 5 ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  على المستوي  المسقط العمودي للنقطة أ ـ ع  ، ثمّ ع

       
 . و ٌوازي  الذي ٌشمل 

ٌّن أنّ   . ٌتقاطعان فً النقطة  و ب ـ ب

6 .f   كما ٌلً الدالة العددٌة المعرّفة على  : 

ٌّن أنّ   .:     أ ـ ب

ٌّن أنّ   ٌُطلب تعٌٌن  تقبل قٌمة حدٌّة صغرى  f    ب ـ ب  . و  

 .    جـ ـ تحقق أنّ 

 :التمرٌن الثانً

 .:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات المجهول .1

 نقط من المستوي  و ،،   المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس.2

   و    ، :      لاحقاتها على الترتٌب 

  .  و   ،   : اكتب على الشكل الأسً الأعداد المركبة أ ـ    

 على الترتٌب بالدوران و ، صور النقط  و ، عٌن لاحقة كل من ب ـ    

 .      وزاوٌته           الذي مركزه

ٌّنجـ ـ      .مربع الرباعً  أنّ   ب

 .:  حٌث من المستوي ذات اللاحقة  النقط  مجموعة   نسمً.3

ٌّن أنّ     أ ـ  ب
 

 .هو محور الفواصل

ٌّن أنّ حلً المعادلةب ـ     :  ب

 

  .( لا ٌطلب حساب الحلٌن ). حقٌقٌان عددان

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ; : ;O i j k
  

  1;1;3A 1;2; 2u 


 '
0

3

x z
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


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
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 
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 :التمرٌن الثالث

 :  بـ الدالة المعرفة على المجال  لتكن

 .ادرس تغٌرات الدالة . 1

  حٌث  تقبل حلا وحٌدا بٌن أن المعادلة  (أ. 2

 . ثم إشارة استنتج إشارة  (    ب

 :  بـ الدالة المعرفة على المجال  

 . المنحنى الممثل لها فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

 واحسب . 1 lim
x

f x


. 

 .، ثم استنتج إتجاه تغٌر الدالة :  ففنّ  من بٌن أنه من أجل كل. 2

 .شكل جدول تغٌرات الدالة . 3

 .  و استنتج حصرا للعدد :  بٌن أنّ . 4

 . عند النقطة ذات الفاصلة  مماس  و  عددا حقٌقٌا من المجال  لٌكن

 :  بـ على المجال نعرّف الدالة 

ٌّن أن . 1  . إعتمادا على رتابة الدالة   ثمّ أعط إشارة ب

 . و ، ثم استنتج الوضع النسبً لـاستنتج تغٌرات الدالة . 2

 . ثم أنشئهأعط معادلة لـ. 3

 . على المجال   أنشئ  و بأخذ . 4

 :التمرٌن الرابع

  المعرّفة على المجال fنعتبر الدّالة   0;2بـ  : 
2 1

1

x
f x

x





 

ٌّر الدالة      f أ ـ ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّه إذا كان      ب ـ ب 1;2x  ّففن    1;2f x 
 

  nu و  nvمتتالٌتان معرّفتان بـ  :
0 1u   و

0 2v  ً؛   ومن أجل كل عدد طبٌع 1n nu f u  و  

     1n nv f v . 

أ ـ ارسم المنحنى  C   الممثل للدالة f والمستقٌم ذي المعادلة  y x. 

ٌّر و تقارب كل من المتتالٌتٌن  ب ـ أعط تخمٌنا حول اتجاه تغ nu و  nv. 

 : برهن بالتراجع عن الخواص التالٌة

1:  "     من أجل كل عدد طبٌعً  2nu  "   1" ؛ 2nv  "   1"؛n nu u "    1"وn nv v   ." 

؛  أ ـ أثبت أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 
  1 1

1 1

n n
n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
 

0n؛     ب ـ استنتج أنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv u و    1 1

1

4
n n n nv u v u   . 

 ؛  أثبت أنه من أجل كل عدد طبٌعً  

 استنتج أنّ للمتتالٌتٌن  nu و  nv نفس النهاٌة l. 

ٌّن القٌمة المضبوطة للعدد   .l ع

Ig 0; 
2

ln 1g x x
x

  

g

  0g x 1,4 1,5 

 g x 1g x 

IIf 1;      1 ln 1 1f x x x   

 fC ; ,O i j
 

 
1

lim
x

f x




x 1;    ' 1f x g x f

f

 
4

1 5f  


    1f  

III0x 1;  
0xT fC

0x

h 1;         0 0 0'h x f x f x x x f x     

     0' ' 'h x f x f x  'h x'f

h fC 
0xT

 0T

1,45  1 0,8f    fC 1;3

1

2n

3

n

4n

n

5n
1

4

n

n nv u
 

   
 

6
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 :حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 النقط  1;0; 2A ، 3;1;0Bو 1;0;1C 

كتابة معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة . 1 S التً مركزها A وتشمل B. 

لدٌنا نصف قطر سطح الكرة  S 4 هو 1 4 3AB    . 

   ; ;M x y z S معناه    
2 221 2 9x y z     2 أي 2 2 2 4 5 0x y z x z       

لتكن . 2  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء بحٌث   :
2 3 0

1 0

x z

y z

  


  
 

تبٌٌن أنّ   مستقٌم شعاع توجٌهه  2; 1;1u  


 .B وٌشمل النقطة 

2 3 0

1 0

x z

y z

  


   

تكافئ 
2 3

1

x z

y z

  


  
 وتكافئ 

2 3

1

x t

y t

z t

  


  
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

وهذه الأخٌرة تمثٌل وسٌطً لمستقٌم   ًشعاعه التوجٌه  2; 1;1u  


 .B وٌشمل النقطة 

كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 3 P الذي ٌشمل A وٌعامد  . 

بما أنّ  P ٌعامد   ففن  2; 1;1u  


 شعاع ناظمً للمستوي  P. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M P معناه . 0AM u 
 

 حٌث  1; ; 2AM x y z 


 

ومنه    2 1 1 2 0x y z      2 أي 4 0x y z     هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

أ ـ تعٌٌن إحداثٌات نقطة تقاطع المستوي . 4 P والمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   معناه  2 3; 1;M t t t    حٌث t . 

   M P   معناه    2 2 3 1 4 0t t t         6 وٌكافئ 3 0t   أي 
1

2
t  

 وعلٌه
1 1 1

2 3; 1;
2 2 2

M
  
    

  
 أي 

1 1
2; ;

2 2
M

 
 
 

. 

إذن      P E   حٌث 
1 1

2; ;
2 2

E
 
 
 

. 

 عن المستقٌم Aب ـ حساب بُعد النقطة   . 

بما أنّ   ٌعامد  P
 

 على المستقٌم Aففن المسقط العمودي للنقطة   ًه E وعلٌه   ;d A AE . 

لدٌنا  
2 2

2 1 1 30 30
2 1 0 2

2 2 4 2
AE

   
          

   
   إذن   

30
;

2
d A  . 

استنتاج أن   ٌقطع سطح الكرة  Sفً نقطتٌن ٌطلب تعٌٌنهما . 

بما أنّ   ;d A AB  (AB هو نصف قطر الكرة  S )  ّففن  ٌقطع سطح الكرة  Sفً نقطتٌن . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   معناه  2 3; 1;M t t t    حٌث t . 
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   M S  
 

معناه      
2 2 2

2 3 1 1 2 9t t t         26 تكافئ 6 0t t  0 أيt  1 أوt  

وعلٌه      ;S A C  . 

5 .t عدد حقٌقً و G مرجح الجملة     ; , ;1tB e C. 

أ ـ تبٌٌن أنّ 
1

1 t
BG BC

e




 
. 

0teلدٌنا  GB GC 
  

0te معناه  GB GB BC  
   

 وتكافئ  1te GB BC  
 

 أي 
1

1 t
BG BC

e




 
. 

ٌّرات الدالة  :  بـ المعرفة على fب ـ تشكٌل جدول تغ 
1

1 t
f t

e



. 

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على fالدالة  
 

2
'

1

t

t

e
f t

e





 

 لدٌنا tمن أجل كل عدد حقٌقً  ' 0f t وبالتالً الدالة f متناقصة تماما على . 

 
1

lim lim 1
1 tt t

f t
e 

 


 

 
1

lim lim 0
1 tt t

f t
e 

 


 

  x 

  'f t 

1 

 
0 

 

 f t 

t ،من أجل كل عدد حقٌقً : fنلاحظ من جدول تغٌرات الدالة    0;1f t . 

 . فً t عندما ٌتغٌرGج ـ استنتاج مجموعة النقط 
لدٌنا  BG f t BC

 
 مع    0;1f t  إذن مجموعة النقط  Gعندما ٌتغٌر t ًف  هً القطعة  BC 

 .C و Bباستثناء النقطتٌن 
 :التمرٌن الثانً

I لٌكن  P z كثٌر الحدود للمتغٌّر المركب zحٌث  :  3 2 4 6P z z z z   . 

1تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد مركب z ،   P z P z. 

  عددا مركباzلٌكن 

   
3 23 2 3 24 6 4 6 4 6P z z z z z z z z z z P z             

2 1 التحقق أن i جذر لكثٌر الحدود  P z. 

           
3 2 2

1 1 1 4 1 6 1 1 1 4 6P i i i i i i i               
 

 

    1 1 2 1 4 6 6 6 0P i i i i           

 .استنتاج جذر آخر له

لدٌنا    1 1P i P i   معناه  0 1P i  أي   1 0P i  1 إذن i أٌضا جذر لـ  P z. 

3 حل فً مجموعة الأعداد المركّبة  المعادلة   0P z . 

 جذرا لكثٌر الحدود 0zلٌكن  P z ؛ لدٌنا إذن        01 1P z z i z i z z     أي  

        2 3 2

0 0 0 02 2 2 2 2 2P z z z z z z z z z z z           
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بالمطابقة نجد 
0 3z  . 

لدٌنا : ٌمكن استعمال طرٌقة أخرى مباشرة   01 1 6i i z    ومنه 
02 6z  أي 

0 3z  . 

إذن   0P z  معناه  1 ;1 ; 3z i i     

II نعتبر فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 انرً لاحماذٍا C و A ،B النقط  

      1Az   ،1Bz i  َ 
C Bz zعهى انرشذٍة . 

1 ًانرحٌُم انىمط S ٌشفك تكم ومطح  M z مه انمسرُي انىمطح  ' 'M zحٍث  : ' 1z i z i  . 

 . وعىاصري المميزةSأ ـ تعييه طبيعت التحىيل

z' مه انشكم Sانكراتح انمشكثح نهرحٌُم  az b  1 حٍثa i  َ b i. 

42نذٌىا 
i

a e


 ًَمى S ًصاٌَرً 2 ذشاتً مثاشش وسثر 
4


  َمشكضي انىمطح انصامذج راخ انلاحمح

1
1

A

b i
z

a i
   

  
 .S ٌُ Aأي مشكض انرشاتً انمثاشش 

 .AMM'ب ـ تعييه طبيعت المثلث 

نذٌىا   'S M M معىاي  ; '
4

AM AM



 

 َ ' 2AM AM. 

نذٌىا     2. ' ' . 'AM MM AM MA AM AM AM AM    
      

 

                2 . 'cos ; 'AM AM AM AM AM  
 

 

                          
2 2

2
2

AM AM AM     

                                                 2 2AM AM   

.أي  ' 0AM MM 
 

. M لائم فAMMً' َمىً انمثهث 

نذٌىا  ; '
4

AM AM



 

 َ  ';
2

MM MA



 

 إرن  ' ; '
4

M A M M



 

 .

 . َمرساَي انسالٍهM لائم فAMMً'َتانرانً انمثهث 

2 n َ ًعذد طثٍع 
nM ومطح مه انمسرُي ذخرهف عه A لاحمرٍا انعذد انمشكة ،

nz. 

      وضع 
0M O ًَمه أجم كم عذد طثٍع n ، 1n nM S M . 

n ،أ ـ إثبات أنه، من أجل كل عدد طبٌعً   1 1
n

nz i  . 

 .نستعمل البرهان بالتراجع

 
0

0 1 1 0z i     

نفرض أن  1 1
n

nz i   ونبرهن أن   
1

1 1 1
n

nz i


    

لدٌنا  1n nM S M  معناه  1 1n nz i z i    ومنه 

        
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
n n n

nz i i i i i i i
 

              

n ،  وعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  1 1
n

nz i   

م العدد الطبٌعً  ٌّ  . فً استقامٌةnM و O ،A التً من أجلها تكون النقط  nب ـ تعٌٌن ق

 فً استقامٌة معناه nM و O ،Aالنقط   ; nAO AM k
 

arg أي   n A

A

z z
k

z


 
 

 
k حٌث   

ومنه    arg argn A Az z z k    
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لدٌنا  arg 0Az  و     41 1 1 1 2
n

inn n

n Az z i i e
 

         
 

 أي  arg
4

n A

n
z z


  

   arg argn A Az z z k    معناه 
4

n
k


 4 أيn k حٌث k . 

 :التمرٌن الثالث

I- g  انذانح انمعشّفح عهى ًٌ تـ :   1 1xg x x e   

ٌّرات الدّالة  .1  .gدراسة تغ

 lim lim 1 1x x

x x
g x xe e

 
     

   lim lim 1 1x

x x
g x x e

 
     

 َنذٌىا  ذمثم الإشرماق عهى gانذانح    ' 1x x xg x e e x xe    

إشاسج  'g x وفس إشاسج ًٌ x 0 لأنxe  ًمه أجم كم عذد حمٍم x. 

 مرىالصح ذماما عهى gَتانرانً انذانح  ;0 َمرضاٌذج ذماما عهى  0;. 

 .gجدول تغيراث الدالت 

  0  x 

 + 0   'g x 

 1 
 

        2 

 

 g x 

 

 إثباث أنّ المعادلت .2  0g x  تقبل حلا وحيدا 1.2:  حيث 1.3 . 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gلدٌنا الدالة  ;0 َذأخز لٍمٍا فً انمجال  2; 1  َ 0لا ٌىرمً إنى انمجال  

 2; 1  إرن مه أجم كم  ;0x   ّفإن   0g x . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال gولدٌنا الدالة  0; َذأخز لٍمٍا فً انمجال  2;  َ 0 ٌىرمً إنى انمجال  

 2;  إرن انمعادنح   0g x  ذمثم حلا َحٍذا  فً انمجال  0; َّتما أن  1.2 0.36g   َ  1.3 0.10g  

أي    1.2 1.3 0g g  1.2 فإن 1.3 . 

 استىتاج إشارة .3 g x حسة قيم x. 

 مه انمجال xمه أجم كم عذد حمٍمً  ; ،  0g x  

 مه انمجال ، xَمه أجم كم عذد حمٍمً  ;  ،  0g x  ّكما أن   0g  . 

II- f  هً الدالة المعرّفة على تـ : 
2

1x

x
f x

e



. 

و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

 . و عىد  عىد fأـ حساب وهايتي الدالت . 1

 
2

lim lim
1xx x

x
f x

e 
  


lim لأنّ    2

x
x


  َ lim 1 1x

x
e


 . 

 
2 2

lim lim lim 0
11

xxx x x

x
f x

ee
x

x xx x

  
  

 
 

 

lim لأن 
x

x

e

x
  و 

1
lim 0

x x
 
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x ،ب ـ تبييه أوًّ، مه أجل كل عدد حقيقي  
 

 
2

2
'

1x

g x
f x

e





 . 

 
 

   

 

 
 

 
2 2 2 2

2 1 2 2 1 22 2 2
'

1 1 1 1

x x x xx x

x x x x

e xe e xe g xe xe
f x

e e e e

       
   

   
 

 .fاستنتاج تغٌرات الدالة

إشارة  'f x هً عكس نفس إشارة  g xوعلٌه : 

من أجل  ;x   ٌكون   0g x  ومنه  ' 0f x  إذن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  ;. 

من أجل  ;x   ٌكون   0g x  ومنه  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  ; . 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

   x 

     0    +  'f x 

  f  

 
0  

 

 f x 

:  أنّ تبٌٌنجـ ـ    2 1f    ، 

لدٌنا   0g   ٌكافئ  1 1 0e    أي 
1

1
e





 

إذن  
 

 
2 12 2

2 1
1

1
1 1

f
  

 
 

 


    


 

 

استنتاج حصرا للعدد  f . 

1.2لدٌنا  1.3  0.2 ٌكافئ 1 0.3   إذن  1.2 0.2 1 1.3 0.3      أي  0.24 0.39f    

أ ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم  .2  2 ذا المعادلةy x مستقٌم مقارب للمنحنى ، fCبجوار . 

 
2 2 2 2 2

lim 2 lim 2 lim lim 0
1 1 1

x x

x x xx x x x

x x xe x xe
f x x x

e e e   
  

  
     

  
 

ومنه المستقٌم    مقارب للمنحنى fCبجوار . 

ب ـ دراسة وضعٌة  fC بالنسبة إلى  . 

 لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً 
2

2
1

x

x

xe
f x x

e


 


 

إشارة   2f x x 2 هً نفس إشارةx. 

                           0            x 

                                 0           +           2f x x 

   fC
 

تحت                
 

 fC
 

فوق   

   
 fC

 
و  

               ٌتقاطعان فً النقطة 0;0O 

                   

 
   الوضعٌة
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:  أنّ تبٌٌن أ ـ .3  2f   . 

لدٌنا 
1

1
e





1e  معناه      إذن  

2 2
2

1 1 1
f

e 

 





    

  
 

ب ـ تبٌٌن أنّ المنحنً  fC موازٌا للمستقٌم  فً النقطة ذات الفاصلة  ٌقبل مماسا . 

لدٌنا  
 

 

  

 

   
 

 2

2 2 2 2

2 1 1 22 1 1 12
' 2

1 11 1

eg
f

e e



 

  






 

          
     

  
 

إذن معامل توجٌه المماس للمنحنى  fC عند النقطة ذات الفاصلة  أي المنحنً 2 ٌساوي  fC ٌقبل مماسا  T 

 موازٌا للمستقٌم فً النقطة ذات الفاصلة  . 

جـ ـ كتابة معادلة  T. 

    'y f x f       ومنه  2 2y x    أي   : 2 2 2T y x    

إنشاء  .4  ، T و  fC. 

 

:  عدد وإشارة حلول المعادلة المناقشة بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً .5
1

2 1
1x

x m
e

 
  

 
.  

1
2 1

1x
x m

e

 
  

 
 تكافئ 

2
2

1x

x
x m

e
 


 وتكافئ 

2
2

1x

x
x m

e
 


 أي   2f x x m  

ومنه حلول المعادلة هً فواصل نقط تقاطع  fC 2 مع المستقٌم ذي المعادلةy x m . 

0mإذا كان  ففن المعادلة تقبل حلا واحدا موجبا . 
0mإذا كان  ففن المعادلة تقبل حلا معدوما . 

0إذا كان  2 2m   ففن المعادلة تقبل حلٌن سالبٌن . 

2إذا كان  2m   ففن المعادلة تقبل حلا مضاعفا وهو . 
2إذا كان  2m  ففن المعادلة لا تقبل أي حل . 

 :التمرٌن الرابع

 . و  نقطتان فاصلتاهما على الترتٌب ،، مستقٌم مزود بمعلم 

1nA، نسمً من أجل كل عدد طبٌعً   مرجح الجملة     ;1 , ;4n nA B
 

1nB و   مرجح الجملة     ;3 , ;2n nA B 

. 1B و0B ،1A، تعلٌم النقط 1/

0 0
1

4 4 12 8

5 5 5

a b
a

  
   ،  0 0

1

3 2 12 6 6

5 5 5

a b
b

   
  . 

 T 



(Cf)

(T)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

m

 d ;O i


0A0B43

n

0A
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 النقطتان 
nAفاصلتاهما على الترتٌب  و 

naو 
nb  و حٌث . 

: ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  1

1
4

5
n n na a b   و   1

1
3 2

5
n n nb a b  . 

لدٌنا 
1nA 

 مرجح الجملة     ;1 , ;4n nA B ومنه  1

4 1
4

4 1 5

n n
n n n

a b
a a b


  


 

و 
1nB 

 مرجح الجملة     ;3 , ;2n nA B ومنه  1

3 2 1
3 2

2 3 5

n n
n n n

a b
b a b


  


 

n :3أ ـ برهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 3/ 4 0n na b . 

لدٌنا 
0 03 4 3 4 4 3 0a b      0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

3نفرض أنّ  4 0n na b  ًمن أجل عدد طبٌعً كٌف n ّو نبرهن أن 
1 13 4 0n na b   

لدٌنا    1 1

3 4
3 4 4 3 2

5 5
n n n n n na b a b a b      

1 1

3 12 12 8
3 4

5

n n n n
n n

a b a b
a b 

  
  

1 1

15 20
3 4

5

n n
n n

a b
a b 


  أي 

1 13 4 3 4 0n n n na b a b     

n ،3وعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  4 0n na b . 

ب ـ تبٌٌن أنّ  naو  nbمتتالٌتان هندسٌتان ٌطلب تعٌٌن أساس كل منهما . 

n ،3لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  4 0n na b  4 معناه 3n nb a  ومنه  1

1
3

5
n n na a a   1 أي

2

5
n na a


 

إذن  na متتالٌة هندسة أساسها 
2

5


. 

3ولدٌنا  4n na b  ومنه  1

1
4 2

5
n n nb b b    1 أي

2

5
n nb b


 إذن  nb متتالٌة هندسٌة أساسها 

2

5


. 

أ ـ التعبٌر عن  4/
naو 

nb بدلالة  . 

0

2 2
4

5 5

n n

na a
    

     
   

 ، 0

2 2
3

5 5

n n

nb b
    

    
   

. 

ب ـ تعٌٌن نهاٌتً  naو  nb .فسّر النتائج هندسٌا. 

لدٌنا 
2

lim 0
5

n

n

 
 

 
lim إذن  lim 0n n

n n
a b

 
  .

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 :الموضوع الثانً

 :التمرٌن الأوّل

 و  المستقٌم الذي ٌشمل النقطة  ، الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 1;2; 2u 


 

 :   المستقٌم المعرّف بجملة المعادلتٌن. شعاع توجٌه له

  .كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   ًإذا وفقط إذا وُجد عدد حقٌق t بحٌث AM tu
 

 

/2nB0 4a  0 3b 

n

n

 ; : ;O i j k
  

  1;1;3A

 '
0

3

x z

y





 



 
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ومنه     

1

: 1 2 ;

3 2

x t

y t t

z t

 


   
  

 

 .كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1

0

3

x z

y

 



  تكافئ  

3

x z

y

 



 أي 

'

3

'

x t

y

z t

 



 

t حٌث  . 

 . لٌسا من نفس المستوي وتبٌٌن أنّ . 2

لدٌنا  1;2; 2u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم   و  ' 1;0;1u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  '. 

ومنه المستقٌمان   و  ' غٌر متوازٌٌن لأن u


u' و 


.  غٌر مرتبطٌن خطٌا

نفرض أنّ   و  ' متقاطعان إذن 

 

 

 

' 1 ........ 1

3 1 2 ........ 2

' 3 2 ...... 3

t t

t

t t

  


 


 

 

من  2 1 نجدt  بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

' 2

3 3

' 1

t

t

 



 

 تناقض إذن   و  ' غٌر متقاطعان 

 .فهما لٌسا من نفس المستوي

 .  و ٌوازي  المستوي الذي ٌشمل . 3

تبٌٌن أنّ معادلة المستوي  Pًه  : 

نضع  2;1;2n


. لدٌنا  2 1 1 2 2 2 0n u       
 

. و  ' 2 1 1 0 2 1 0n u       
 

 

nومنه 


 شعاع ناظمً للمستوي  P. 

ولدٌنا  0;3;0E نقطة من  ' 2 تحقق المعادلة 2 3 0x y z    ً2 وبالتال 2 3 0x y z    معادلة دٌكارتٌة 

للمستوي  P. 

 :طرٌقة ثانٌة

المستوي  P ٌّن بالشعاعٌن  مع 1;2; 2u 


 و  ' 1;0;1u 


 و النقطة  0;3;0E. 

لدٌنا إذن    23 2 ;

2

x

y

z

 

  

 

 


  
   

 تمثٌل وسٌطً للمستوي  P. 

وبما أنّ    2 3 2 2 2 3 0            ّ2 ففن 2 3 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

4 . 1 ;1 2 ;3 2M t t t  
 

نقطة كٌفٌة من المستقٌم   حٌث ،. 

 والمستوي  المسافة بٌنحساب  P 

  
   2 1 1 2 2 3 2 3 6

; 2
34 1 4

t t t
d M P

     
  

 
 

 على المستوي A المسقط العمودي للنقطة A'أ ـ تعٌٌن إحداثٌات النقطة . 5 P ، 

لٌكن  dالمستقٌم الذي ٌشمل A وٌعامد المستوي  P ومنه n


 شعاع توجٌه للمستقٌم  d. 

   ; ;M x y z d ًمعناه ٌوجد عدد حقٌق  بحٌث AM n
 

 

 '

  '

 P ' 

2 2 3 0x y z   

t 

dM
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ومنه   

2 1

1 ;

2 3

x

y

z



 



 


  
  

 

لدٌنا  'A d معناه  ' 2 1; 1;2 3A      ولدٌنا  'A P معناه 
' ' '2 2 3 0A A Ax y z    

وعلٌه    2 2 1 1 2 2 3 3 0         9 ومنه 6 0   أي 
2

3



  إذن 

1 1 5
' ; ;

3 3 3
A
 
 
 

 

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم
  '' الذي ٌشمل 'A و ٌوازي . 

   ; ; "M x y z   معناه ' /A M u  
 

 

ومنه     

1

3

1
2 ;

3

5
2

3

x

y

z



 




  




  



 


 تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  ''. 

 . ٌتقاطعان فً النقطة  و ب ـ تبٌٌن أنّ 

لدٌنا  
0

3

B B

B

x z

y

 



 ومنه  'B   

 ''B    معناه 

1
1

3

1
3 2

3

5
1 2

3








  




 


  


  أي  

4

3

4

3

4

3




















  وحٌد ومنه  ''B  . 

إذن      ' " B   . 

6 .f   كما ٌلً الدالة العددٌة المعرّفة على  : 

 .: أ ـ تبٌٌن أنّ 

       
2 2 22 1 1 1 2 3 3 2 1f t BM t t t          

  2 2 24 8 4 4 16 16f t t t t t t       

  29 24 20f t t t   

ٌُطلب تعٌٌن  تقبل قٌمة حدٌّة صغرى  fب ـ تبٌٌن أنّ    . و   

t : ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل الإشتقاق على fالدالة  ' 18 24f t t  

 
4

3
               

x 

       0  'f t 

 
 
 

   4 

 

 f t 

 

 ' '' 1;3; 1B 

  2f t BM

  29 24 20f t t t  

 0f t
0t 0f t
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الدالة تقبل قٌمة حدٌة صغرى تبلغها عند 
4

3
t  ًوه  

4
4

3
f
 

 
 

 وعلٌه 
0

4

3
t  و  0 4f t . 

جـ ـ التحقق أنّ  0d f t. 

 02d f t  

 :التمرٌن الثانً

 .:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات المجهول .1

 
2

2 4 2 2i      1  للمعادلة حلان هما

2 2

2 2
z i  2 و

2 2

2 2
z i  

 نقط من المستوي  Cو A،B،  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس.2

:      لاحقاتها على الترتٌب 
1

2
A

i
z


 ، 

B Az z و  
C A Bz z z . 

: كتابة على الشكل الأسً الأعداد المركبة أ ـ
Az ،

Bz و  A

B

z

z
.  

4
2 2

2 2

i

Az i e


   ،4
i

B Az z e




  ، 
4

4 4 2

4

i
i i

A

i
B

z e
e e

z
e


  



 
 

 



  . 

وزاوٌته  O على الترتٌب بالدوران الذي مركزه Cو A،B صور النقط C' وA، 'B'ب ـ تعٌٌن لاحقة كل من 
4


           

 . وعلٌه  ومنه  

 . وعلٌه  ومنه 

  ومنه  

 .مربع الرباعً  أنّ  جـ ـ تبٌٌن

  وهذا ٌعنً أنّ  ومنه   و لدٌنا 

  و    وهذا ٌعنً أنّ زٌادة على هذا لدٌنا  

. مربع إذن 
: طرٌقة ثانٌة

Cلدٌنا  A Bz z z  معناه C B Az z z  أي BC OA
 

 

2ولدٌنا 
i

A

B

z
e

z



 معناه OA OB و  ;
2

OB OA



 

 مربع وبالتالً صورته بالدوران السابق OACB إذن 

' ' 'OA C Bمربع  . 

 .:  حٌث من المستوي ذات اللاحقة  النقط  مجموعة   نسمً.3

أ ـ تبٌٌن أنّ 
 

 .هو محور الفواصل

 ففنّ    وبما أنّ  هو محور القطعة  بالتالً تعنً 

 . هو محور الفواصل هو محور الفواصل أي  محور القطعة 

: ب ـ تبٌٌن أنّ حلً المعادلة

 

 . حقٌقٌان عددان

 ٌتساوى عددان مركبان إذا تساوى طوٌلاتاهما وعمدتاهما بتردٌد 

z
2 2 1 0z z  

 ; ,O u v
 

4
'

i

A Az e z


4 4 2
'

i i i

Az e e e
  

  'Az i

4
'

i

B Bz e z



 04 4

'

i i i

Bz e e e
 



  ' 1Bz 

4
'

i

C Cz e z


 4 4 4
' ' '. . 1

i i i

C A B A B A Bz e z z e z e z z z i
  

       

' ' 'OA C B

'Az i' ' 1 1C Bz z i i    ' ' 'C B Az z z ' ' 'B C OA
 

' 2

'

i
A

B

z
i e

z



 ' 'OA OB '; '
2

OB OA



 

' ' 'OA C B

 MzA Bz z z z  

 

A Bz z z z  AM BM  AB
B Az z

 AB 
2

A

B

z z
i

z z

 
 

 

2
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  أي   وتكافئ  ومنه  ومنه 

  تنتمً ومنه صورة  العدد المركب   ( محور الفواصل) وهذا ٌعنً أنّ الحلٌن حقٌقٌٌن. 

 :التمرٌن الثالث

 :  بـ الدالة المعرفة على المجال g لتكن 

 .gدراسة تغٌرات الدالة . 1

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على gالدالة   2

1 2
'g x

x x
  

من أجل كل عدد حقٌقً من المجال  0; لدٌنا  ' 0g x  وبالتالً الدالة متزاٌدة تماما على  0;. 

 
0 0

2
lim lim ln 1

x x

g x x
x 

 

     

 
2

lim lim ln 1
x x

g x x
x 

     ّلأن lim ln
x

x


  و 
2

lim 0
x x

. 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

  0 x 

++                   'g x 

 
              0 

 

 

 g x 

تبٌٌن أن المعادلة  (أ. 2  0g x  تقبل حلا وحٌدا  1.4 حٌث 1.5 . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال gالدالة  0; وبالأخص على المجال  1.4;1.5 ولدٌنا  1.4 0.09g    

و 1.5 0.07g  أي    1.4 1.5 0g g  ومنه المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  1.4 حٌث 1.5  

 .وهذا حسب مبرهنة القٌم المتوسطة

استنتاج إشارة  (ب g x ثم إشارة  1g x . 

   0 x 

 + 0        g x 

تعٌٌن إشارة  1g x . 

1xإذا كان    1 ففنx   ومنه  1 0g x   

1إذا كان  1x     0 ففن 1x    ومنه  1 0g x   

1xومن أجل    1 ٌكونx   ومنه  1 0g x  . 

:  بـ الدالة المعرفة على المجال       1 ln 1 1f x x x    

 . المنحنى الممثل لها فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

حساب . 1 
1

lim
x

f x




 و lim
x

f x


. 

لدٌنا  
1 0

lim ln 1 lim ln
x t

x t
 

 

    و 
1

lim 1 2
x

x




   

إذن      
1 1

lim lim 1 ln 1 1
x x

f x x x
 

 

      

ولدٌنا  lim ln 1 lim ln
x t

x t
 

    و lim 1
x

x


   إذن      lim lim 1 ln 1 1
x x

f x x x
 

      

 

 

2

A

B

z z
i

z z

 
 

 

2

A

B

z z
i

z z

 
 

 

2

1
A

B

z z

z z

 
   

1
A

B

z z

z z





A Bz z z z  

z

I 0; 
2

ln 1g x x
x

  

IIf 1; 

 fC ; ,O i j
 
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 ، :  ففنّ  من تبٌٌن أنه من أجل كل. 2

         
1 1 2 2

' ln 1 ln 1 ln 1 1 1
1 1 1

x x
f x x x x g x

x x x

  
           

  
 

 .f استنتاج إتجاه تغٌر الدالة

1 إذا كان 1x     ففن  1 0g x   أي  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  1; 1 . 

1xإذا كان    ّففن  1 0g x   أي  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  1;  . 

 .جدول تغٌرات الدالة . 3

 1  1 x 

 0  'f x 

             
 

 1f   

 

 f x 

:  أنّ تبٌٌن. 4 
4

1 5f  


      

لدٌنا   0g   معناه 
2

ln 1 0


   أي  
2

ln 1


  

ومنه        
2

1 2 ln 1 2 1 1f    


 
        

 
 

 
4 4

1 2 2 1 5f   
 

         

استنتاج حصرا للعدد  1f  . 

1.4لدٌنا  1.5  ً1.5 تعن 1.4     3.5 أي 5 3.6   

ولدٌنا 
1 1 1

1.5 1.4
  معناه 

4 4 4

1.5 1.4
  ٌكافئ 

4
2.66 2.85


  أي 

4
2.85 2.66


     

إذن 
4

3.5 2.85 5 3.6 2.66


      أي  0.65 0.94f  . 

 . عند النقطة ذات الفاصلة  مماس  و  عددا حقٌقٌا من المجال  لٌكن

:  بـ على المجال نعرّف الدالة         0 0 0'h x f x f x x x f x     . 

  تبٌٌن أن . 1

     0' ' 'h x f x f x  

إشارة  'h x إعتمادا على رتابة الدالة 'f. 

لدٌنا    ' 1f x g x  أي     'f x g u x  حٌث : 1u x x  

 متزاٌدة تماما على المجال uبما أنّ الدالة  1;  وتأخذ قٌمها فً المجال  0; والدالة g متزاٌدة تماما على المجال  

 متزاٌدة تماما على f'الموجب ففن الدالة  1; . 

 :طرٌقة ثانٌة

   '' ' 1f x g x   

إذا كان  1;x    ففن    1 0;x    ومنه  ' 1 0g x   أي  " 0f x  ومنه الدالة 'f متزاٌدة تماما  

على المجال  1; . 

 .f'إعتمادا على تزاٌد الدالة 

0xإذا كان  x ففن    0' 'f x f x ومنه    0' ' 0f x f x  أي  ' 0h x . 

x 1;    ' 1f x g x 

f

III0x 1;  
0xT fC

0x

h 1; 

     0' ' 'h x f x f x 
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إذا كان 
01 x x   ففن    0' 'f x f x ومنه    0' ' 0f x f x  أي  ' 0h x . 

     0 0 0' ' ' 0h x f x f x   

 ،استنتاج تغٌرات الدالة . 2

 متزاٌدة تماما على المجال hالدالة  0;x  ومتناقصة تماما على المجال  01;x فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى على  

المجال  1;  تبلغها عند 
0x x ًوعلٌه من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  1;  ،   0h x h x 

أي   0h x  . ّلأن        0 0 0 0 0 0' 0h x f x f x x x f x      . 

استنتاج الوضع النسبً لـ fC و  
0xT. 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  1;  لدٌنا   0h x  أي       0 0 0' 0f x f x x x f x      

ومنه المنحنى  fC ٌوجد فوق مماسه  
0xT. 

 . ثم أنشئهمعادلة لـ. 3

    ' 0 0 0y f x f   ومنه  1 0 1y x    أي  0 : 1T y x  . 

 . على المجال إنشاء . 4

 
 :التمرٌن الرابع

  المعرّفة على المجال fنعتبر الدّالة   0;2بـ  : 
2 1

1

x
f x

x





 

ٌّر الدالة      f أ ـ دراسة اتجاه تغ

 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  0;2: 

 
   

   
2 2

2 1 2 1 1
'

1 1

x x
f x

x x

  
 

 
 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  0;2 لدٌنا  ' 0f x وبالتالً الدالة f متزاٌدة تماما على  0;2. 

ب ـ تبٌٌن أنّه إذا كان  1;2x  ّففن    1;2f x 
 

 متزاٌدة تماما على fلدٌنا الدالة  0;2. 

1إذا كان  2x  ففن      1 2f f x f  ومنه  
3 5

2 2
f x  ّوبما أن   

3 5
; 1;2

2 2

 
 

 
  ففن 

 1 2f x  إذن من أجل   1;2x  ّففن    1;2f x 
 

  nu و  nv0:  متتالٌتان معرّفتان بـ 1u   0و 2v  ً؛   ومن أجل كل عدد طبٌع 1n nu f u  و  

     1n nv f v . 

h

 0T

 fC 1;3

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

1

2n
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أ ـ رسم المنحنى  C  الممثل للدالة f والمستقٌم ذي المعادلة  

y x .

 
ٌّر و تقارب كل من المتتالٌتٌن  ب ـ إعطاء تخمٌنا حول اتجاه تغ

 nu و  nv. 

من الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nu متزاٌدة و  nv متناقصة 

وٌتقاربان نحو نفس العدد وهو فاصلة نقطة تقاطع المنحنى C 

و المستقٌم   ذي المعادلة y x. 

 : برهن بالتراجع عن الخواص التالٌة

n"  :1 من أجل كل عدد طبٌعً 2nu  "   1" ؛ 2nv  "   ؛

"
1n nu u "    و"

1n nv v   ." 

لدٌنا *
0 1u  ومنه 

01 2u  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1نفرض أنّ  2nu  ونبرهن صحة الخاصٌة 
11 2nu   

1لدٌنا  2nu  ب ففن (1 وحسب نتٌجة السؤال  1 2nf u  أي 
11 2nu  . 

n ،1ومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

لدٌنا * 
0 2v  ومنه 

01 2v  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1نفرض أنّ  2nv  ونبرهن صحة الخاصٌة 
11 2nv   

1لدٌنا  2nv  ب ففن (1 وحسب نتٌجة السؤال  1 2nf v  أي 
11 2nv  . 

n ،1ومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nv  

لدٌنا * 
0 1u  و  1 0

3

2
u f u  ومنه 

0 1u u 0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن 
1n nu u  ونبرهن أن 

1 2n nu u  

لدٌنا 
1n nu u  ولدٌنا الدالة f متزاٌدة تماما على  0;2 ومنه    2n nf u f u  أي  

1 2n nu u . 

n ،1nوعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  nu u . 

 *
0 2v  و  1 0

5

3
v f v  ومنه 

0 1v v 0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1nنفرض أن  nv v  1 ونبرهن أن 2n nv v  

لدٌنا 
1n nv v  ولدٌنا الدالة f متزاٌدة تماما على  0;2 ومنه    2n nf v f v  أي  

1 2n nv v . 

n ،1nوعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv v . 

؛  أ ـ إثبات أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 
  1 1

1 1

n n
n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
 

     
  1 1

2 1 1 2 1 12 1 2 1

1 1 1 1

n n n nn n
n n

n n n n

v u u vv u
v u

v u v u
 

     
   

   
 

                
  

2 . 2 1 2 . 2 1

1 1

n n n n n n n n

n n

v u v u u v u v

v u

      


 
 

                                                       
  1 1

n n

n n

v u

v u




 
                                                         

0n؛ nب ـ استنتاج أنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv u و    1 1

1

4
n n n nv u v u   . 

 .نستعمل البرهان بالتراجع

3

4n
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لدٌنا 
0 1u  و 

0 2v  ومنه 
0 0 0v u  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0nنفرض أنّ  nv u  ّونبرهن أن 
1 1 0n nv u   

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
  1 1

1 1

n n
n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
. 

ولدٌنا   1 1 0n nv u   0 وحسب الفرضٌةn nv u  إذن 
  

0
1 1

n n

n n

v u

v u




 
 أي 

1 1 0n nv u  . 

n ،0nومنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv u وهذا حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع . 

1nuلدٌنا   1 وnv  1 ومنه 2nu   1 و 2nv   إذن   1 1 4n nu v   ٌكافئ 
  

1 1

1 1 4n nu v


 
 

0nوبما أنّ  nv u  ففن 
  

1

1 1 4

n n
n n

n n

v u
v u

u v


 

 
  أي  1 1

1

4
n n n nv u v u   .   

؛ n إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً  
1

4

n

n nv u
 

   
 

. 

 .نستدل على هذه الخاصٌة بالتراجع

لدٌنا 

0
1

1
4

 
 

 
 و 

0 0 1v u  ومنه 

0

0 0

1

4
v u

 
   

 
0n أي الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفترض أن 
1

4

n

n nv u
 

   
 

 ونبرهن صحة الخاصٌة 

1

1 1

1

4

n

n nv u



 

 
   

 
. 

لدٌنا 
1

4

n

n nv u
 

   
 

 معناه  
1 1 1

4 4 4

n

n nv u
 

   
 

  أي   
1

1 1

4 4

n

n nv u



 
   

 
 

n ،لكن مما سبق لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1 1

1

4
n n n nv u v u    

ومنه  
1

1 1

1 1

4 4

n

n n n nv u v u



 

 
     

 
  أي 

1

1 1

1

4

n

n nv u



 

 
   

 
. 

، nوعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

4

n

n nv u
 

   
 

. 

 استنتاج أنّ للمتتالٌتٌن  nu و  nv نفس النهاٌة l. 

لدٌنا 
1

0
4

n

n nv u
 

    
 

 وبما أن 
1

lim 0
4

n

n

 
 

 
 فحسب النهاٌات بالمقارنة  lim 0n n

n
v u


 . 

n ،1nولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  nu u     1وn nv v   ومنه المتتالٌة  nu متزاٌدة والمتتالٌة  nv متناقصة  

إذن المتتالٌتان  nu و  nv متجاورتان فهما متقاربتان ولهما نفس النهاٌة l. 

 .l تعٌٌن القٌمة المضبوطة للعدد 

المتتالٌة  nu 1 متقاربة إذنlim limn n
n n

u u l
 

  ولدٌنا  1n nu f u  والدالة f مستمرة على  0;2 

إذن بفخذ نهاٌة طرفً العلاقة نجد  l f l ومنه 
2 1

1

l
l

l





2 وتكافئ  1 0l l   أي 

1 5

2
l


 أو 

1 5

2
l


 

1وبما أنّ  2nu  1 ففن 2l  أي  
1 5

2
l


. 

 
 

5

6

7




