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عهى انًرششح أٌ ٌخراس أحذ انًٕضٕعٍٍ انرانٍٍٍ  

ل  ّٔ انًٕضٕع الأ

ل ّٔ  ( َقاط05.5 ):  انرًشٌٍ الأ

انًضرٕ٘ انًشكة يُضٕب إنٗ انًعهى انًرعايذ  ٔانًرجاَش  ; ,O u v
 

. 2cm انٕحذج  

A  2انُمطح  انرٙ لاحمرٓاi ؛f  انرحٕٚم انُمطٙ انز٘ ٚشفك تكم َمطح M ٕ٘راخ انلاحمح   يٍ انًضرz انُمطح 'M 

':  حٛثz'راخ انلاحمح  2 2z z i   

3 راخ انلاحمح B  َعرثش انُمطح. 1 2i .

. f عهٗ انرشذٛة تانرحٕٚم A ٔ B صٕسذٙ A ٔ 'B'    أ ـ احضة لاحمرٙ انُمطرٍٛ 

. A ، B  ،'A ٔ 'B     ب ـ أَشئ انُمػ  

 ذُرًٙ إنٗ انًضرمٛى Mتٍٛ أَّ، إرا كاَد انُمطح  . 2  2 ر٘ انًعادنحy   فئٌ انُمطح 'M ٗذُرًٙ أٚعا إن   .

نٌّ z يٍ انًضرٕ٘ راخ انلاحمح Mتشٍْ أَّ يٍ أجم كم َمطح  . 3 ':  فئ 2 2 2z i z i   .

.      فضش ُْذصٛا ْزِ انًضأاج

2z عًذج نهعذد انًشكة ، َضًٙ  A ذخرهف عٍ Mيٍ أجم كم َمطح  . 4 i .

 ْٙ لٛش نهزأٚح     أ ـ أثثد أٌ  ;u AM
 

 .

    ب ـ تشٍْ أٌ انعذد   ' 2 2z i z i عذد حمٛمٙ صانة أٔ يعذٔو  .

'    جـ ـ اصرُرج عًذج نـ  2z i تذلانح  .

     د ـ يارا ًٚكٍ أٌ ذضرُرج يٍ أجم َصفٙ انًضرمًٍٛٛ  AM ٔ  'AM. 

 (  َقاط  04.5 ) :انرًشٌٍ انثاًَ

فٙ انفعاء انًُضٕب إنٗ يعهى يرعايذ ٔيرجاَش  ; , ,O i j k
  

 َعرثش انُمػ  1;0;1A  ، 1;1;0B، 0; 1; 4C   ٔ 

 1;1;2D  .

نٌّ انشعاعٍٛ أ ـ - 1 ABتٛنٍّ أ


 ٔ  BC


.  يرعايذاٌ

. ، ثىنّ احضة يضاحرABCّاصرُرج غثٛعح انًثهث ب ـ     

u عٛنٍّ شعاعا أ ـ- 2


.:  حٛث 0u AB 
 

 ٔ . 0u BC 
 

 .

اصرُرج يعادنح دٚكاسذٛح نهًضرٕ٘ ب ـ      ABC .

نٌّ انُمطح خـ ـ       لا ذُرًٙ إنٗ انًضرٕ٘ Dذحمك أ ABCٙٔاصرُرج غثٛعح انشتاع ABCD .

 ٔانًضرٕ٘ D احضة انًضافح تٍٛ انُمطح    د ـ ABC  .

. ABCDاحُضة حجى ستاعٙ انٕجِٕ - 3

نٌّ أ ـ - 4 2ذحمك أ 5 2 3 0x y z    ٕ٘يعادنح نهًضر  BCD .

 عٍ انًضرٕ٘ A احُضة تعُذ انُمطح ب ـ     BCD .

. BCD اصرُرج يضاحح انًثهث خـ ـ    

 

 

 

 



2 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 ( َقاط4 ): انرًشٌٍ انثانث

 nu
 

فح عهٗ  :  تــيررانٛح يعشنّ
0

1

1

nu

n n

u

u u e








 

n: 0nuأ ـ تشٍْ تانرشاجع أَنّّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ .1 .  

نٌّ      ب ـ تٛنٍّ أ nuيرُالصح  .

نٌّ      جـ ـ اصرُرج أ nuيرماستح ثىنّ احضة َٓاٚرٓا  .

2 . nw ٙفح يٍ أجم كم عذد غثٛع lnn:  تـn يررانٛح يعشنّ nw u .

1n: أ ـ أثثد، أَنّّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ       n nu w w   .

0: ب ـ َعع      1 2 ... nS u u u u     . ٌّن 0تٛنٍّ أ 1nS w w   ثىنّ احضة  lim
n

S


.   

 (  َقاط 06 ): انرًشٌٍ انشاتع  

  I /g انذانح انعذدٚح انًعشفح عهٗ انًجال  1 ; ٙكًا ٚه   :     
2

1 1 ln 1g x x x     

يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال  gتٍٛ أٌ انذانح . 1 1 ;  

احضة . 2 0g ثى اصرُرج إشاسج  ،  g x عهٗ انًجال 1 ;  

 II /f انذانح انًعشفح عهٗ انًجال  1 ; ٙكًا ٚه  :
 ln 1

( )
1

x
f x x

x


 


   

     fC ذًثٛهٓا انثٛاَٙ فٙ انًعهى انًرعايذ ٔانًرجاَش  ; ,O i j
 

     

احضة كلا يٍ  (1 
1

lim
x

f x



  ٔ  lim
x

f x


  ٔفضش انُرٛجح الأٔنٗ ُْذصٛا 

 يٍ انًجالxتٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  (2 1 ;  ٌٕٚك     : 
 

 
2

1

g x
f x

x
 


 

   ٔشكم جذٔل ذغٛشاذٓا fاصرُرج اذجاِ ذغٛش انذانح (3

اصرُرج أَّ إرا كاٌ  (4 0 ; 4x   ٌفئ     0 ; 4f x  

تٍٛ أٌ انًضرمٛى -  (5  
yرٔ انًعادنح  x ُٙيماسب يائم نهًُح   fC  

ادسس ٔظعٛح  -  ٗتانُضثح إن ( )fC  

اسصى كلا يٍ انًضرمٛى  (6  ُٙٔانًُح  fC 

7) h   انذانح انًعشفح عهٗ انًجال 1 ;  ٙكًا ٚه     : 
2

( ) ln 1h x x    

احضة  - أ h x  

: احضة يضاحح انحٛز انًضرٕ٘ انًحذد تـ - ب fC ٔانًضرمٛى   ٔانًضرمًٍٛٛ انهزٍٚ يعادنراًْا  

                 0x  1 وx . 

III / nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
 

0

1

4

nn

u

u f u


 

 

تاصرعًال انًُحُٙ (1 fC ٔانًضرمٛى   ٍ0 يثم عهٗ حايم يحٕس انفٕاصم كلا يu ، 1u ،2u ، 3u 

n   : 0تاصرعًال انثشْاٌ تانرشاجع تٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ  (2 4nu  

تٍٛ أٌ انًررانٛح-  (3 nu يرُالصح  ثى اصرُرج أَٓا يرماستح  

limـ احضة عُذئز  nu 
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انًٕضٕع انثاًَ 

 

 ( ٌ 04 ) :  انرًشٌٍ الأٔل

   انًضرٕ٘ انًشكة يُضٕب إنٗ انًعهى انًرعايذ  ٔ انًرجاَش  , ,O i j
 

  

:  انًعادنح    َعرثش فٙ يجًٕعح الأعذاد انًشكثح   (1 2 2 4 4 0 ......... 1z z i    

 حلا نهًعادنح  2iذحمك أٌ  1  ثى اصرُرج انحم اٜخش 

  صٕس الأعذاد A ،B ، C  ،  Dَعرثش انُمػ   (2
Az ، 

Bz ، 
Cz  ، 

Dz عهٗ انرشذٛة  حٛث  : 

2Az i ،   2 2Bz i   ، 2 4Cz i  ،  4Dz  

 يُرصف انمطعح انًضرمًٛح I لاحمح انُمطح Izاحضة  - أ AC 

2:  تٍٛ أٌ - ب
i

C I

D I

z z
e

z z







 ICD،  ثى اصرُرج َٕع انًثهث 

 ABCDعٍٛ يع انرثشٚش َٕع انشتاعٙ -      جـ

تٍٛ أٌ انعذد  -  (3 
2016

Iz عذدا حمٛمٛا ْٕ  

 انرٙ ٚكٌٕ يٍ أجهٓا  nـ عٍٛ لٛى انعذد انطثٛعٙ  
n

Iz  عذدا ذخٛهٛا صشفا

 

 ( َقاط   05  ) : انرًشٌٍ انثاًَ

:  ، َعرثش انُمػانفعاء يُضٕب إنٗ يعهى يرعايذ ٔيرجاَش 

 1;2;3A ، 0;1;4B ، 1; 3;2C   ٔ  4; 2;5D  .

.  ذعٛنٍّ يضرٕٚاA ،B ٔ Cتٛنٍّ انُمػ . 1

نٌّ انشعاع . 2 تٛنٍّ أ 2; 1;1n 


 َاظًٙ نهًضرٕ٘  ABC ٕ٘ثىنّ اكرة يعادنح نٓزا انًضر 

َعرثش انًضرمٛى . 3  ٙرٔ انرًثٛم انٕصٛط  

2 2

1 ;

4

x t

y t t

z t







 

   

 

 

نٌّ انُمطح . 4   ذُرًٙ إنٗ انًضرمٛى Dذحمك أ  ٌّن  ٔأ  ٕ٘عًٕد٘ عهٗ انًضر ABC .

عهٗ انًضرٕ٘ D  انًضمػ انعًٕد٘ نهُمطح Hَضًٙ . 5 ABC ٌّن  .ABC ْٙ يشكز ثمم انًثهث H؛ ذحمك أ

نركٍ . 6 ; ;M x y z َمطح كٛفٛح يٍ انًضرمٛى   .

نٌّ  26: أ ـ تٛنٍّ أ 12 8BM t t   

فح عهٗ fب ـ  :  كًا ٚهٙ انذانح انًعشنّ  26 12 8f x x x   

نٌّ انذانح  f    ـ ادسس اذجاِ ذغٛنّش انذانح .  ذمثم لًٛح حذٚح صغشٖ ٚطهة اٚجادْاf ٔشكم جذٔل ذغٛنّشاذٓا، ثىنّ تٛنٍّ أ

  ٔانًضرمٛى Bجـ ـ اصرُرج انًضافح تٍٛ انُمطح   .

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 ; , ,O i j k
  
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 ( َقاط  5 ): انرًشٌٍ انثانث   

   nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
0

1

1

3

21

n
n

n

u

u
u

u












 

n :  0nuأَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ تاصرعًال انثشْاٌ تانرشاجع تٍٛ (1    

تٍٛ أٌ انًررانٛح  (2 nu
 

 يرُالصح ذًايا  ثى اصرُرج أَٓا يرماستح 

n :1تٛنٍّ أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ - أ (3

1

7
n nu u  

: nأَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ  تاصرعًال انثشْاٌ تانرشاجع تٍٛ- ب
1

7
n

n

u
 

  
 

 

احضة َٓاٚح انًررانٛح   - جـ  nu 

  َعرثش انًررانٛح (4 nv ٙانًعشفح كًا ٚه  :
18

n
n

n

u
v

u



 

تٍٛ أٌ  - أ nv يررانٛح ُْذصٛح أصاصٓا 
1

7
 

:  ثى اصرُرج أٌ  n تذلانح nvاكرة عثاسج  - ب

1
18

7

1
19

7

n

n

nu

 
 
 
 

  
 

  احضة يشج ثاَٛح َٓاٚح انًررانٛح  nu 

 ( َقاط  06 ) : انرًشٌٍ انشاتع  

f ٗانذانح انًعشفح عه  ٙكًا ٚه   :
2

( ) 1
1

x

x

e
f x x

e
   


 ،( )fC ٗذًثٛهٓا  انثٛاَٙ فٙ انًضرٕ٘ انًُضٕب إن    

س انًعهى انًرعايذ ٔانًرجاٌ ; ,O i j
 

.   

x  : تٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  (1    0f x f x  ثى اصرُرج أٌ انذانح ،f  فشدٚح 

  ثى اصرُرج َٓاٚرٓا عُذ    عُذ  f  احضة َٓاٚح انذانح  (2

x : تٍٛ أَّ يٍ أجم  (3 
 

2

2

1

1

x

x
f x

e

e



 


  ٔشكم جذٔل ذغٛشاذٓاf، ثى  اصرُرج اذجاِ ذغٛش انذانح 

احضة    (4   lim 1
x

f x x


      ٌثى اصرُرج أ ( )fC ٚمثم يضرمًٍٛٛ يماستٍٛ يائهٍٛ ٚطهة إٚجاد يعادنح نكم 

 يًُٓا 

)أَشئ انًُحُٙ  (5 )fC    

6)   ًٙعذد حمٛمٙ صانة ذًايا، َض  S   ُٙيضاحح انحٛز انًضرٕ٘ انًحذد تانًُح ( )fC ٙٔانًضرمًٛاخ انر 

1yيعادلاذٓا   x    ،  0x   ،  x  

 عٍ انًضاحح عثش تذلانح  - أ S  

احضة  - ب lim
x

S 

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ل ّٔ : حم انًٕضٕع الأ

ل ّٔ  ( َقاط05.5 ) :  انرًشٌٍ الأ

3 راخ انلاحمح B  َعرثش انُمطح. 1 2i .

. f عهى انرشذٍة تانرحٌٕم A ٔ B صٕسذً A ٔ 'B'أ ـ حساب لاحقرً انُقطرٍٍ 

 ' 2 2 2 2 2 2A A Az z i i i i z         

 ' 2 2 2 3 2 2 6 2B Bz z i i i i               

. A ، B  ،'A ٔ 'Bب ـ إَشاء انُقظ  

 ذُرًً إنى انًسرقٍى Mذثٍاٌ أَّ، إرا كاَد انُقطح  . 2  2 ري انًعادنحy   فإٌ انُقطح 'M ذُرًً أٌضا  

إنى       .

 M   ِ2 يعُاz x i  حٛث x ٌعذد حمٛمٙ إر    ' 2 2 2 2 2 2 2 2z x i i x i i x i           

أ٘  'M  .  

ٌّ z يٍ انًسرٕي راخ انلاحقح Mتشْاٌ أَّ يٍ أخم كم َقطح  . 3 ':  فإ 2 2 2z i z i   .

نذُٚا 
' 2 2

2 2A A

z z i

z z i

   


  

 ٔتطشح انًضأذٍٛ غشفا إنٗ غشف َجذ  ' 2A Az z z z    ٌْٔزا ٚعُٙ أ 

 ' 2A Az z z z    ِٔيعُا  ' 2A Az z z z    ٔٚكافئ ' 2A Az z z z   ٘أ 

' 2 2 2z i z i    .

. ذفسٍش ُْذسٍا ْزِ انًسأاج

' 2 2 2z i z i  
 

'ذعُٙ  2AM AM  .

2z عًذج نهعذد انًشكة ، َضًٙ  A ذخرهف عٍ Mيٍ أجم كم َمطح  . 4 i .

 ًْ قٍس نهزأٌح أ ـ إثثاخ أٌ  ;u AM
 

 .

     arg 2 arg ;Az i z z u AM     
 

 

ب ـ تشْاٌ أٌ انعذد   ' 2 2z i z i عذد حقٍقً سانة أٔ يعذٔو  .

نذٌُا  ' 2A Az z z z    ِيعُا  ' 2 2 2z i z i    ٚكافئ      ' 2 2 2 2 2z i z i z i z i      

ٔٚكافئ   
2

' 2 2 2 2z i z i z i     ٔعهّٛ انعذد   ' 2 2z i z i عذد حمٛمٙ صانة أٔ يعذٔو  .

'خـ ـ اسرُراج عًذج نـ  2z i تذلانح  .

نذُٚا   arg ' 2 2 2z i z i k        ِيعُا    arg ' 2 arg 2 2z i z i k       ٔٚكافئ 

   arg ' 2 arg 2 2z i z i k       ٘أ  arg ' 2z i     . 

د ـ يارا ًٚكٍ أٌ ذضرُرج يٍ أجم َصفٙ انًضرمًٍٛٛ  AM ٔ  'AM .

 arg ' 2z i      ِيعُا    ; ' ;u AM u AM   
   

 َضرُرج ْكزا أٌ َصفٙ انًضرمًٍٛٛ AM ٔ  'AM  

 .يرُاظشاٌ تانُضثح نًحٕس انرشاذٛة

 (  َقاط  04.5 ) :انرًشٌٍ انثاًَ

ٌّ انشعاعٍٍ - 1 ABأ ـ ذثٍاٌ أ


 ٔ  BC


.  يرعايذاٌ

نذُٚا  2;1; 1AB 


 ٔ  1; 2; 4BC   


. إرٌ  2 1 1 2 1 4 0AB BC       
 

AB أ٘ 


ٔ  BC


.  يرعايذاٌ

. ، ٔاحسة يساحرABCّب ـ اسرُراج طثٍعح انًثهث 

ٔيضاحرّ   C لائى فٙ ABCانًثهث  
2

AB BC
S ABC


 
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حٛث  
22 22 1 1 6AB      ،      

2 2 2
1 2 4 21BC        

إرٌ  
6 21 126 3 14

2 2 2
S ABC ua


   

uأ ـ ذعٍٍٍ شعاعا - 2


.:  حٍث 0u AB 
 

 ٔ . 0u BC 
 

 .

َعع  ; ;u a b c


. ؛  0u AB 
 

2 يعُاِ  0a b c   ٔ   . 0u BC 
 

2 يعُاِ  4 0a b c    

إرٌ َحصم عهٗ انجًهح  
 

 

2 0......... 1

2 4 0.... 2

a b c

a b c

   

   

 تعشب انًعادنح  1 ٔتجًع انًعادنرٍٛ َجذ 2 تانعذد 

3 6 0a c  ٘2 أa c ٍٔتانرعٕٚط ع a ٙف  1 4 َجذ 0c b c   ٘3 أb c    ّٛٔعه 2 ; 3 ;u c c c


 

1cَأخز يثلا   َجذ  2; 3;1u 


.   

ب ـ اسرُراج يعادنح دٌكاسذٍح نهًسرٕي  ABC .

انًضرٕ٘  ABC 2 نّ يعادنح يٍ انشكم 3 0x y z d    ٔنذُٚا  B ABC ُٙ2 ٚع 1 3 1 0d     ٘أ 

1d  ٕ٘إرٌ نهًضر  ABC 2 انًعادنح 3 1 0x y z    .

ٌّ انُقطح   لا ذُرًً إنى انًسرٕي Dخـ ـ انرحقق أ ABCًٔاسرُرح طثٍعح انشتاع ABCD .

نٌّ  2تًا أ 3 1 2 3 2 1 2 0D D Dx y z           ٌفئ D ٕ٘لا ذُرًٙ إنٗ انًضر  ABC 

 ٔABCDِٕستاعٙ ٔج ْٕ  .

 ٔانًسرٕي Dد ـ حساب انًسافح تٍٍ انُقطح ABC  .

  
 

22 2

2 3 1 2
;

142 3 1

D D Dx y z
d D ABC

  
 

  
 

. ABCDحساب حدى ستاعً انٕخِٕ - 3

     
1 1 3 14 2

; 1
3 3 2 14

V ABCD S ABC d D ABC uv      

4 - ٌّ 2أ ـ انرحقق أ 5 2 3 0x y z    يعادنح نهًسرٕي  BCD .

2نذُٚا  5 2 3 2 5 3 0B B Bx y z       ،2 5 2 3 5 8 3 0C C Cx y z       ٔ 

2 5 2 3 2 5 4 3 0D D Dx y z         ٔيُّ إحذاثٛاخ انُمػ B ،C ٔ D 2 ذحمك انًعادنح 5 2 3 0x y z    

2انًعادنح ٔعهّٛ  5 2 3 0x y z    ٕ٘نهًضر  BCD. 

 عٍ انًسرٕي Aب ـ حساب تعُذ انُقطح  BCD .

  
 

22 2

2 1 5 0 2 1 3 3 33
;

11332 5 2
d A BCD

     
  

  
 

. BCDخـ ـ اسرُراج يساحح انًثهث 

نذُٚا       
1

;
3

V ABCD S BCD d A BCD  ُّٔي  
 

  
3 3 1 33

33
; 33 33

11

V ABCD
S BCD ua

d A BCD


    

 ( َقاط4 ): انرًشٌٍ انثانث

 nu
 

فح عهٗ  :  تــيررانٛح يعشنّ
0

1

1

nu

n n

u

u u e








 

n: 0nuأ ـ تشْاٌ تانرشاخع أَّّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً .1 .  

0نذُٚا    1u  0 ٔيُّ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجمn .   
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نٌّ  0nuَفشض أ ٙيٍ أجم عذد غثٛع   n ٌَٔثشٍْ أ
1 0nu   .

1نذُٚا 
nu

n nu u e


    ٔيُّ إشاسج
1nu 

 ْٙ يٍ َفش إشاسج 
nu ٌ0 ٔتًا أnu  ٌفئ  

1 0nu   ٔيُّ َضرُرج حضة يثذأ 

n ،0nuالاصرذلال تانرشاجع إَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   .

 ٌّ ب ـ ذثٍاٌ أ nuيرُاقصح  .

 1 1n nu u

n n n n nu u u e u u e
 

      

n ،0nuنذُٚا يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   ِ0 يعُاnu  1 ٚكافئnu
e


 1 ٔٚكافئ 0nu
e


  ّٛٔعه  

 1 0nu

nu e


 
 

أ٘ 
1 0n nu u   ٔتانرانٙ انًررانٛح  nuيرُالصح . 

 ٌّ خـ ـ اسرُراج أ nuيرقاستح ٔحساب َٓاٌرٓا  .

تًا أٌ انًررانٛح  nu فٓٙ يرماستح ٔذمثم َٓاٚح 0 يرُالصح ٔيحذٔدج يٍ الأصفم تانعذد l حٛث l  .

نذُٚا 
1lim limn n

n n
u u l

 
  ٔ 1

nu

n nu u e


  1 إراlim lim nu

n n
n n

u u e



 

 ٔتًا أٌ انذانح xx xe  يضرًشج 

ll فئٌ  عهٗ le  ُّ0 ٔيll le   ٔٚكافئ  1 0ll e   ٘0 أl  ٙٔتانران lim 0n
n

u


  .

2 . nw ٙفح يٍ أجم كم عذد غثٛع lnn:  تـn يررانٛح يعشنّ nw u .

1n: أ ـ إثثاخ، أَّّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً  n nu w w   .

 1 1ln ln ln ln lnn nu u

n n n n n n n nw u u e u e u u w u
 

         ُّٔي  
1n n nu w w  . 

0: ب ـ َضع 1 2 ... nS u u u u     . ٌّ 0ذثٍاٌ أ 1nS w w   ٔحساب  lim
n

S


.   

نذُٚا يا ٚهٙ 

0 0 1

1 1 2

2 2 3

1

.

.

n n n

u w w

u w w

u w w

u w w 

 


 

  





 

 ٔتانجًع غشفا إنٗ غشف َجذ 
0 1 2 0 1... n nu u u u w w       ٘أ 

0 1nS w w    .

1نذُٚا  1
0

lim lim ln lim lnn n
n n t

w u t
 

  

    ٌّن 1lim  لأ lim 0n n
n n

u u
 

  

إرٌ   0 1lim lim n
n n

S w w 
 

   . 

 (  َقاط 06 ): انرًشٌٍ انشاتع  

  I  /1 . ذثٍاٌ أٌ انذانحg  يرزاٌذج ذًايا عهى انًدال 1; 
 

 ذمثم الاشرماق عهٗ gانذانح  1; ٔنذُٚا  :   
1

' 2 1
1

g x x
x

  


 

 يٍ انًجال xيٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  1;  نذُٚا  2 1 0x   ٔ 
1

0
1x



 ٔيُّ  ' 0g x  

 يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال gٔتانرانٙ انذانح  1;  .

حساب .2 0g ٔاسرُرح إشاسج ، g x عهى انًدال 1;  .

     
2

0 0 1 1 ln 0 1 0g       .

 يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال gانذانح  1;  .

يٍ أجم  1;0x   نذُٚا    0g x g ٘أ   0g x  .
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يٍ أجم  0;x   نذُٚا    0g x g ٘أ   0g x  ٌّن  ؛ كًا أ 0 0g . 

 II /f انذانح انًعشفح عهٗ انًجال  1 ;  ٙكًا ٚه     :
 ln 1

( )
1

x
f x x

x


 


   

1 .
 

1

ln 1
lim

1x

x

x



 


 ٔيُّ  

 
1 1

ln 1
lim lim

1x x

x
f x x

x 
 


   


 

ٔنذُٚا 
 ln 1 ln

lim lim 0
1x t

x t

x t 


 


 ٔيُّ  

 ln 1
lim lim

1x x

x
f x x

x 


   


. 

 يٍ انًجالxتٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ . 2 1;  ٌٕٚك    : 
 

 
2

1

g x
f x

x
 


 

نٛكٍ  1;x    .

 
   

 

 

 

   

 

 

 

2

2 2 2 2

1
1 ln 1

1 ln 1 1 1 ln 11
' 1 1

1 1 1 1

x x
x x x g xx

f x
x x x x

  
                 

    
 
 

 

 . fاسرُراج اذداِ ذغٍش انذانح. 3

نذُٚا إشاسج  'f x كئشاسج   g x .

 يرُالصح ذًايا عهٗ fٔيُّ انذانح 1;0 ٗٔيرزاٚذج ذًايا عه  0; .

: ٔجذٔل ذغٛنّشاذٓا ٚكٌٕ كانرانٙ

 0 1 x 

     + 0   'f x 

             
 

 

       0  

 f x 

 

 

 يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال fنذُٚا انذانح . 4 0;4 .

0إرا كاٌ  4x  ٌّن  فئ     0 4f f x f  ٘أ   
ln5

0 4
5

f x   ٌّن  ٔتًا أ
ln5

4 4
5

  ٌّن  فئ

 0 4f x   إرا يٍ أجم  0;4x  ٌفئ    0;4f x  .

ذثٍاٌ أٌ انًسرقٍى . - 5  
yرٔ انًعادنح  x ًُيقاسب يائم نهًُح   fC  

 
 ln 1 ln

lim lim lim 0
1x x t

x t
f x x

x t  


         

 

ٔيُّ انًضرمٛى   يماسب نهًُحُٗ تجٕاس . 

 دساسح ٔضعٍح   تانُسثح إنى ( )fC  

 
 ln 1

1

x
f x x

x


  


 

  0f x x  ُٙٚع  ln 1 0x   ٚكافئ  ln 1 0x   1 ٔٚكافئ 1x   ٘0 أx  .

  0f x x  ُٙٚع  ln 1 0x   ٚكافئ  ln 1 0x   0 ٔٚكافئ 1 1x   ٘1 أ 0x   .

  0f x x  ُٙٚع  ln 1 0x   ٚكافئ  ln 1 0x   1 ٔٚكافئ 1x   ٘0 أx  .
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              0 1 x 

                     0 +      f x x 

    fC ذحد                        fC فٕق   

                             fC ٔ   

. O                        ٚرماغعاٌ فٙ انُمطح 

 

انٕظعٛح 

 انُضثٛح

سصى كلا يٍ . 6  ٔ  fC .

 

7 .h  انذانح انًعشفح عهٗ انًجال 1 ;  ٙكًا ٚه   : 
2

( ) ln 1h x x    

أ ـ احضة  'h x .

 ذمثم الإشرماق عهٗ hانذانح  1 ; ٔنذُٚا  :   
 2ln 11

' 2 ln 1
1 1

x
h x x

x x

 
   

  
. 

: ب ـ حساب يساحح انحٍز انًسرٕي انًحذد تـ fC ٔانًسرقٍى   ٔانًسرقًٍٍٍ انهزٌٍ يعادنراًْا  

      0x  ،1x  

 
   

  
1

1 1 1 2

0 0 0
0

ln 1 2ln 11 1
ln 1

1 2 1 2

x x
A x f x dx dx dx x

x x

   
         
   

       
2 2 21 1 1

ln 1 1 ln 0 1 ln 2
2 2 2

A ua
   

       
   

 

III / nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
 

0

1

4

nn

u

u f u


 

 

 0u ، 1u ،2u ، 3uذًثٍم عهى حايم يحٕس انفٕاصم كلا يٍ . 1
: nتشْاٌ تانرشاخع تٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً. 2

0 4nu  

00نذُٚا  4u  0 أ٘ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجمn  .

نٌّ  0َفشض أ 4nu  نٌّ 4 ٔحضة َرٛجح انضؤال  فئ

 0 4nf u  

10أ٘  4nu   ٙٔعهّٛ يٍ أجم كم عذد غثٛع nٌفئ 

0 4nu ْٔزا حضة يثذأ الاصرذلال تانرشاجع  .

 

(Cf)

2 3 4-1-2-3-4

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

(Cf)

2 3 4-1

2

3

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2u 3
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ذثٍاٌ أٌ انًررانٍح - 3 nu   يرُاقصح 

نذُٚا يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ يٍ انًجال  0; ،  0f x x  ٙٔتًا أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛع n ،0 4nu  

فئٌ   0n nf u u  ٘أ 
1 0n nu u   ٔتانرانٙ انًررانٛح  nuيرُالصح  .

 اسرُراج أَٓا يرقاستح

تًا أٌ انًررانٛح  nu فٓٙ يرماستح0 يرُالصح ٔيحذٔدج يٍ الأصفم تانعذد . 

limـ حضاب  nu
  

نذُٚا انًررانٛح  nu ٌ1 يرماستح إرlim limn n
n n

u u l
 

  وبما أن  1n nu f u  والدالة مستمرة على   1;  

فإن  f l l ومنه   0f l l  0 وحسب ما سبقl  وبالتالي lim 0n
n

u


. 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

انًٕضٕع انثاًَ حم 

 

 ( ٌ 04 ) :  انرًشٌٍ الأٔل

 حلا نهًعادنح 2iانرحقق أٌ . 1 1  

   
2

2 2 2 4 4 4 4 4 4 0i i i i i           

اسرُراج انحم اَخش 

 حلا نهًعادنح zإرا كاٌ  1 ٌفئ 
2

2 2
1

z i   ٘2 أ 2z i  .

 يُرصف انقطعح انًسرقًٍح I لاحقح انُقطح Izأ ـ حساب . 2 AC
 

2 2 4
1

2 2

A C
I

z z i i
z i

   
    

2:  ب ـ ذثٍٍٍ أٌ
i

C I

D I

z z
e

z z







.  

 
2

32 4 1 1 3

4 1 3 3

i
C I

D I

i iz z i i i
i e

z z i i i

     
    

    
 

ICنذُٚا  ID ٔ  ;
2

ID IC



 

.  ٔيرضأ٘ انضالIٍٛ لائى فٙ ICD ٔيُّ انًثهث 

 ABCDذعٍٍٍ يع انرثشٌش َٕع انشتاعً - خـ

نذُٚا 
2 2 4

1
2 2

B D
I

z z i
i z

   
    أ٘ يُرصف   BD .

تًا أٌ    ID IC ٌفئ    BD AC ٔنذُٚا IC IA ID IB   ٘أ AC BD .

إرٌ  AC ٔ  BD ٙيرُاصفراٌ ٔ يرماٚضراٌ ٔيرعايذذاٌ ٔتانران ABCDيشتع  .

ذثٍاٌ أٌ انعذد  -  
2016

Iz  عذدا حقٍقٍا ْٕ 

41 2
i

Iz i e


    ٌإر         
2016

2016
2016 2016 20162016 5044 42 2 2 2

i i
i

Iz e e e
 

 
     
 

. 

 انرً ٌكٌٕ يٍ أخهٓا  nـ ذعٍٍٍ قٍى انعذد انطثٍعً  
n

Iz  عذدا ذخٍهٍا صشفا

نذُٚا     42
n

n in

Iz e


 .
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 
n

Iz  ِذخٛهٙ صشف يعُا  arg
2

n

Iz k


   ُّٔي  
4 2

n
k

 
  ٘2  أ 4n k   حٛث k . 

  : انرًشٌٍ انثاًَ

1 . ٌّ .  نٍسد عهى اسرقايح ٔاحذج A ،B  ٔC انُقظ  إثثاخ أ

 نذُٚا 1; 1;1AB  


ٔ   2; 5; 1AC   


 ٔ 
2 5

1 1

 


 
AB إرٌ انشعاعاٌ 


 ٔ AC


 غٛش يشذثطٍٛ 

.  نٛضد عهٗ اصرمايح ٔاحذج A ،B  ٔCانُمػ  خطٛا ٔيُّ 

ٌّ انشعاع . 2 إثثاخ أ 2; 1;1n 


 شعاع َاظًً نهًسرٕي  ABC . 

.نذُٚا  2 1 1 1 1 1 0n AB       
 

 ٔ . 2 2 1 5 1 1 0n AC       
 

 

نٌّ  nتًا أ AB
 

 ٔ n AC
 

ABانشعاعاٌ  ٔ


 ٔ AC


نٌّ   غٛش يشذثطٍٛ خطٛا فئ 2; 1;1n 


 ْٕ شعاع َاظًٙ 

نهًضرٕ٘  ABC 

ذعٍٍٍ يعادنح دٌكاسذٍح نهًسرٕي  ABC .

يٍ أجم كم َمطح  ; ;M x y z ٍي  ABCنذُٚا  :. 0AM n 
 

 ٔ  1; 2; 3AM x y z  


 .

. 0AM n 
 

يعُاِ       2 1 1 2 3 0x y z      ٘2 أ 3 0x y z   ٕ٘يعادنح دٚكاسذٛح نهًضر  ABC 

نٛكٍ انًضرمٛى . 3 ٙانز٘ ذًثٛهّ انٕصٛط   : 

2 2

1 ;

4

x t

y t t

z t

 


   
  

 .

ٌّ انُقطح    ذُرًً نهًسرقٍى D  ــ إثثاخ أ  ْزا انًسرقٍى عًٕدي عهى انًسرٕي ٌّ  ٔأ ABC. 

 D   ِيعُا 

4 2 2

2 1

5 4

t

t

t

 

   
  

 ٔيُّ 

1

1

1

t

t

t

 


 
  

1t  إرٌ يٍ أجم    َجذ انُمطح   4; 2;5D  يٍ انًضرمٛى   .

يٍ انرًثٛم انٕصٛطٙ َجذ  2;1; 1u  


 ْٕ شعاع ذٕجّٛ نهًضرمٛى    .

 ٔ 2; 1;1n 


 ْٕ شعاع َاظًٙ نهًضرٕ٘  ABC ُّٔي u n 
 

u ٔعهّٛ انشعاعاٌ 


 ٔ n


 ٔتانرانٙ  يشذثطاٌ خطٛا

نٌّ   فئ  ٕ٘عًٕد٘ عهٗ انًضر  ABC .

 .ABC ًْ يشكز ثقم انًثهث H  ذثٍٍٍ أٌــ  5

 عهٗ انًضرٕ٘ D   انًضمػ انعًٕد٘ نهُمطحHَجذ أٔلا إحذاثٛاخ انُمطح   ABC .

َحم انجًهح 

2 2

1

4

2 3 0

x t

y t

z t

x y z

 


  


 
    

 ٔيُّ       2 2 2 1 4 3 0t t t        .

6ٔيُّ  6 0t   ٘1 أt  ٌإر   0;0;3H .

نذُٚا  1;2;0HA


 ، 0;1;1HB


 ٔ  1; 3; 1HC   


 .

ٔيُّ  1 0 1;2 1 3;0 1 1HA HB HC       
  

 أ٘  0;0;0HA HB HC 
  

 

نٌّ  0HA ْٔزا ٚعُٙ أ HB HC  
   

. ABC ْٙ يشكز ثمم انًثهث H  نٛضد فٙ اصرمايٛح فئٌ A ،B  ٔC ٔتًا أٌ انُمػ 

6 . ٌّ 26: أ ـ ذثٍٍٍ أ 12 8BM t t   

 M  يعُاِ إحذاثٛاخ   M يٍ انشكم  2 2 ; 1 ;4M t t t   . 

     
2 2 2 2 2 22 2 0 1 1 4 4 4 8 4 4 4BM t t t t t t t t                 
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26أ٘  12 8BM t t  . 

فح عهٗ fب ـ :  كًا ٚهٙ انذانح انًعشنّ  26 12 8f x x x   

. fـ دساسح اذداِ ذغٍشّ انذانح

:  ٔنذُٚا ذمثم الاشرماق عهٗ fانذانح 
 

2 2

6 112 12
'

2 6 12 8 6 12 8

xx
f x

x x x x


 

   
 

إشاسج  'f x يٍ َفش إشاسج  1x  ٔتانرانٙ انذانح f ٗيرُالصح ذًايا عه  ;1 ٗٔيرزاٚذج ذًايا عه  1; .

 :ٔجذٔل ذغٛشاذٓا كانرانٙ

  1  x 

   +         0   'f x 

 

     2 

 f x 

x ،نذُٚا يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  2f x  ٔيُّ انذانح f ْٙٔ ٖ2 ذمثم لًٛح حذٚح صغش. 

  ٔانًضرمٛى Bٔعهّٛ انًضافح تٍٛ انُمطح    ْٙ 2 .

 ( َقاط  5 ): انرًشٌٍ انثانث   

   nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
0

1

1

3

21

n
n

n

u

u
u

u












 

n :0nuذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً . 1    

نذُٚا 
0 0u  0 أ٘ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجمn  .

0nuَفشض أٌ   ٌَٔثشٍْ أ 
1 0nu   .

0nuنذُٚا   ِ3 يعُا 0nu  ٔ 21 0nu   ٘أ 
1 0nu   ٔيُّ َضرُرج حضة يثذأ الاصرذلال تانرشاجع أَّ يٍ أجم  

n ،0nuكم عذد غثٛعٙ   .

ذثٍاٌ أٌ انًررانٍح . 2 nu
 

يرُاقصح ذًايا  ثى اسرُرح أَٓا يرقاستح  

 2

1

183 3 21

21 21 21

n nn n n n
n n n

n n n

u uu u u u
u u u

u u u


  
    

  
 

n ،0nuتًا أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   ٌ1  فئ 0n nu u   ٔتانرانٙ انًررانٛح   nuيرُالصح ذًايا . 

n : 1تٛنٍّ أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ - أ. 3

1

7
n nu u  

0nuنذُٚا يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ ،   ِ21 يعُا 21nu   ٚكافئ  
1 1

21 21nu



  ٔٚكافئ 

3 3

21 21

n n

n

u u

u



 

1 أ٘

1

7
n nu u  .

: طشٌقح ثاٍَح

17نُذسس إشاسج  n nu u  .
2 2

1

21 21 21
7

21 21 21

n n n n n
n n n

n n n

u u u u u
u u u

u u u


  
    

  
 

n ،0nuتًا أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   ٌّن 21  فئ 0nu   ٔ 2 0nu  ٘17 أ 0n nu u   ِ17 يعُا n nu u  

1أ٘ 

1

7
n nu u . 
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: nذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً - ب
1

7
n

n

u
 

  
 

 

نذُٚا 

0
1

1
7

 
 

 
 ٔيُّ 

0

0

1

7
u

 
  
 

0n أ٘ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجم   .

نٌّ  َفشض أ
1

7
n

n

u
 

  
 

 َٔثشٍْ أٌ 
1

1
1

7
n

n

u 


 

  
 

 .

نذُٚا 
1

7
n

n

u
 

  
 

 يعُاِ 
1 1 1

7 7 7
n

n

u
 

  
 

 ٚكافئ 
1

1 1

7 7
n

n

u


 

  
 

  ٔنذُٚا حضة انضؤال انضاتك يٍ أجم كم عذد 

n ،1غثٛعٙ 

1

7
n nu u  ٌإر  

1

1
1

7
n

n

u 


 

  
 

  ٔيُّ َضرُرج حضة يثذأ الاصرذلال تانرشاجع أَّ يٍ أجم كم عذد 

، nغثٛعٙ
1

7
n

n

u
 

  
 

 .

حساب َٓاٌح انًررانٍح   - خـ  nu 

يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ نذُٚا 
1

0
7

n

n

u
 

   
 

نٌّ   ٔتًا أ
1

lim 0
7n

n



 
 

 
lim فحضة انُٓاٚاخ تانًماسَح فئٌ  0n

n
u


 .

أ ـ تٍٛ أٌ . 4 nv يررانٛح ُْذصٛح أصاصٓا 
1

7
 

 
1

1

3 3

3 3 121 21

3 21 37818 21 378 21 18 7
18

21 21

n n

n n nn n
n n

n nn n n

n n

u u

u u uu u
v v

u uu u u

u u





 
     

  


 

 

إرٌ  nv يررانٛح ُْذصٛح أصاصٓا 
1

7
0 ٔحذْا الأٔل 

0

0

1

18 19

u
v

u
 


. 

ب ـ 
1 1

19 7

n

nv
 

  
 

. 

:  اسرُراج أٌ

1
18

7

1
19

7

n

n

nu

 
 
 
 

  
 

   

18

n
n

n

u
v

u



.  يعُاِ  18n n n nv u v u  ٚكافئ . 18n n n nu v u v  ٔٚكافئ  1 18n n nu v v  ٘أ 

18

1

n
n

n

v
u

v



 

ٔعهّٛ  

1 1 1 1 1
18 18 18

19 7 19 7 7

1 1 1 1
1 19 1

19 7 7 7

19

n n n

n n n n
u

     
      

       
     

       
     
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1
18

7
lim lim 0

1
1

7

n

n n
n n

u
 

 
 
  
 

  
 

   لأٌ 
1

lim 0
7n

 
 

 
. 

 ( َقاط  06 ) : انرًشٌٍ انشاتع  

f ٗانذانح انًعشفح عه  ٙكًا ٚه   :
2

( ) 1
1

x

x

e
f x x

e
   


 ،( )fC ٗذًثٛهٓا  انثٛاَٙ فٙ انًضرٕ٘ انًُضٕب إن 

)انًعهى انًرعايذ ٔانًرجاَش  ; ; )O i j
 

   

x  :ذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد حقٍقً. 1    0f x f x  ثى اسرُرح أٌ انذانح  ، f  فشدٌح 

:  عذدا حمٛمٛاxنٛكٍ 

   
 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 1 1 11

x x x x x x

x x x x xx x

e e e e e e
f x f x x x

e e e e ee e

  

  
               

    
 

   
2 2 2 2

2 2 2 2 0
1 1 1

x x

x x x

e e
f x f x

e e e


            

  
 

ٔيُّ    f x f x   ٔيٍ أجم كم  x  ٌفئ x ٔعهّٛ انذانح fفشدٚح  .

  ٔاسرُراج َٓاٌرٓا عُذ   عُذ  fحساب َٓاٌح انذانح . 2

 
2

lim lim 1
1

x

xx x

e
f x x

e 
     


lim  لأٌ  1

x
x


    ٔ 

2
lim 0

1

x

xx

e

e



 .

     lim lim lim
x x t

f x f x f t
  

       

x : ذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم . 3 
 

2

2

1

1

x

x
f x

e

e



 


 .

 
 

   

 

   

2
2 2

2 2 2 2

2 1 2 1 22 1
' 1 1

1 1 1 1

x x x x xx x

x x x x

e e e e ee e
f x

e e e e

     
        

   
 

x ،يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  ' 0f x  ٔتانرانٙ انذانح f ٗيرُالصح ذًايا عه  .

خذٔل ذغٍشاذٓا 
  x 

  'f x 

  
 

 

 f x 

 

 

 

ب احس. 4   lim 1
x

f x x


       

   
2

lim 1 lim 0
1

x

xx x

e
f x x

e 
        

 

 ٔيُّ fC 1 ٚمثم يضرمًٍٛٛ يماستٍٛ يعادنرًٛٓاy x   ٔ 1y x   تجٕاس  ٔ عهٗ انرشذٛة . 

)سسى انًُحًُ . 5 )fC    
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6 .         
0

0 0 2
1 2ln 1 2ln 2 2ln 1

1

x
x

x

e
S f x x dx dx e e ua

e



 


           
   

نذُٚا  lim ln 1 0e 


  ُّٔي    lim lim 2ln 2 2ln 1 2ln 2S e 

 


 
   .  
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