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 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن

 الموضوع الأوّل
 

 .(خاص بالتقنً والرٌاضً) :التمرٌن الأوّل

0A و 
0B نقطتان من المستوي بحٌث 

0 0 8A B ؛ ولٌكنS التشابه المباشر الذي مركزه 
0A نسبته 

1

2
 وزاوٌته 

3

4


 

نعرّف متتالٌة النقط  nBبـ  : 1n nB S B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

 أنشئ النقط .1
1B ،

2B و 
3B. 

، المثلثان n أثبت أنّه من أجل كل عدد طبٌعً .2
0 1n nA B B 

 و 
0 1 2n nA B B 

 . متشابهان

نعرّف متتالٌة . 3 nuبـ  :
1n n nu B B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

    أ ـ أثبت أنّ  nu ٌُطلب تحدٌد أساسها  .q متتالٌة هندسٌة 

    ب ـ اكتب 
nu بدلالة n. 

:     ج ـ نضع
0 1 ....n nS u u u    ؛ احسبlim n

n
S


. 

 أ ـ حل فً .4 3:  المعادلة 4 2x y . 

    ب ـ لٌكن   المستقٌم العمودي على المستقٌم  0 0A B فً النقطة 
0A. 

ٌّم العدد الطبٌعً   التً من أجلها تكون النقطة n        ـ أوجد ق
nB تنتمً إلى المستقٌم  . 

 :التمرٌن الثانً

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  2;0;1A  ، 1;2; 1B  و  2;2;2C . 

1 ًاحسب الجداء السلم .AB AC
 

     ثمّ استنتج القٌمة المدورة إلى الوحدة، بالدرجات للزاوٌة،

2 استنتج أنّ النقط A ،Bو C ّ2 لٌست فً استقامٌة وأن 2 2 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

3 أ ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P ؛ المحوري للقطعة AB. 

ٌّن أنّ مجموعة النقط      ب ـ ب ; ;M x y z من الفضاء التً تحقق AM CM هً مستو  'P معادلته  

4         الدٌكارتٌة  2 7 0y z  . 

ٌّن أنّ       جـ ـ ب P و  'P متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

4 ٌّن أنّ المستقٌم  أ ـ ب  ٌقطع المستوي  ABC فً نقطة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

 .ABC هً مركز الدائرة المحٌطة بالمثلث      ب ـ استنتج أنّ 

5 نعتبر النقطة G مرجح الجملة المثقلة       2 2 2; 1 , ; 2 , ; 2A B C     حٌث . 

ٌّن مجموعة النقط   . فً مجموعة الأعداد الحقٌقٌة  عندما تتغٌر G     ـ ع

 
 
 

BAC
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 :التمرٌن الثالث
فً الشكل المقابل،  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة 

على المجال  0;4 بالعلاقة  
3 1

2

x
f x

x


و ، d 

yالمستقٌم ذو المعادلة  x. 

متزاٌدة تماما على المجال  f أنّ الدالة أ ـ أثبت1. 0;4. 

 حدّد الوضع النسبً للمنحنى ب ـ C بالنسبة للمستقٌم  d 

نعرّف المتتالٌة  3. nu
 

:  كما ٌلً
0 2u  ومن أجل كل  

n :عدد طبٌعً 1n nu f u        . 

 : مثّل على محور الفواصل وبدون حساب الحدودأ ـ

0u،1uو 
2u 

ٌّر المتتالٌة ب ـ  ضع تخمٌنا حول اتجاه تغ nuوتقاربها . 

: n برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعًأ ـ 4.
11 2n nu u  . 

 استنتج أنّ المتتالٌة ب ـ nu متقاربة واحسب نهاٌتها . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً أ ـ 5. n: ب 1

1
1 1

2
n nu u   . 

: n استنتج أنّه من أجل كل عدد طبٌعً ب ـ
1

1
2

n

nu
 

   
 

. 

lim استنتج جـ ـ n
n

u
 

 .مرّة أخرى

 :التمرٌن الرابع
فً الشكل المقابل  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة والقابلة للإشتقاق على  

المنحنً  C ٌمر من النقطة  3;1A  

وٌقبل عند النقطة  2; 1B e  مماسا موازٌا لمحور 

الفواصل؛ ومماسا  T ٌخترق  C عند  

النقطة  1;3C. 

 :بقراءة بٌانٌة

ٌّن .1  ع ' 2f ، ' 1f ، '' 1f، lim
x

f x


  

 اكرة معادنح نهمماس .2 T. 

تٍهّ أنّ انمعادنح . 3  0f x  ذمثم حلا َحٍذا  

    عهى انمجال  3; ثمّ اصرىرج إشاسج ، f x. 

 .fشكّم جذَل ذغٍشّاخ انذّانح . 4

 عذد حهُل انمعادنح mوالش، حضة لٍم انُصٍظ انحمٍمً . 5   f x f m. 

 انذانح انمعشفح عهى انمجال hنركه . 6 ;تـ  :     lnh x f x f x    . 

   ـ أعظ عثاسج  'h x تذلانح  f x َ   'f x . 

 .، ثمّ شكم جذَل ذغٍشّاذٍاh   ـ اصرىرج اذجاي ذغٍشّ انذّانح 

 

 

(d)

(C)
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 :انمُضُع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

ABCDEFGH ؛ الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 1 مكعب طول حرفه ; , ,D DA DC DH
  

 

 هً مرجح الجملة المثقلة Kوالنقطة     ;2 , ;1F D. 

 :الجزء الأوّل

 هً Kأثبت أنّ إحداثٌات النقطة  . 1
2 2 2

; ;
3 3 3

 
 
 

.  

أثبت أنّ المستقٌمٌن . 2 EK و  DFمتعامدان . 

 .EKاحسب الطول . 3
 :الجزء الثانً

 نقطة من القطعة Mلتكن HG حٌث HM m مع  0;1m  

 من المجال mأثبت أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 1 0;1 فإن حجم رباعً الوجوه EMFD ٌساوي 
1

6
. 

أثبت أن معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 2 MFDًه  : 1 0m x y mz   . 

نسمً . 3
md المسافة بٌن النقطة E والمستوي  MFD. 

 من المجال mأثبت أنه من أجل كل عدد حقٌقً (أ 0;1 ،
2

1

2 2 2
md

m m


 
. 

ٌّن وضعٌة النقطة   (ب  على القطعة Mع HGبحٌث تكون من أجلها المسافة mdأكبر ما ٌمكن . 

 المستويعهى E هً المسقط العمودي للنقطة K أكبر ما ٌمكن فإنّ النقطة mdاستنتج أنّه إذا كانت المسافة (ج MFD 

 (خاص بالتقنً والرٌاضً)  :التمرٌن الثانً

 أنشر العبارة tمن أجل كل عدد حقٌقً . 1  26 1t t . 

2 .a،bو c أعداد طبٌعٌة تكتب فً نظام التعداد ذي الأساس pً102:  كما ٌلa  ،125b  13154 وc . 

ab   أ ـ علما أنّ  c ًجد قٌمة العدد الحقٌق p. 

 .   فً النظام العشريc وa،b   ب ـ اكتب كلا من الأعداد 

:  المعادلة2نعتبر فً . 3 38 53 15....... 1x y  

ٌّن أنه إذا كانت الثنائٌة      أ ـ ب ;x y حلا للمعادلة  1 ّفإن  52 53x   

    ب ـ استنتج حلول المعادلة  1. 

 . قاسمهما المشترك الأكبرd عددان طبٌعٌان ونسمً y وxنعتبر الآن . 4

ٌّن القٌم الممكنة للعدد   .d    أ ـ ع
    ب ـ جد كل الثنائٌات  ;x y 15 بحٌث ٌكونd . 

ٌّم العدد الطبٌعً. 5  .7 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ ادرس، حسب ق

   ب ـ من أجل كل  ;x y 2 من حلول المعادلة  1 ٌّن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 22013؛ ع 1432x y 7 على. 
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 :التمرٌن الثالث

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 :ذات اللاحقات A ،B،  C، D نعتبر النقط 

4Az i  ،4Bz i  ، 1 2Cz i  و  
Dz i على الترتٌب . 

1 لٌكن Sالتشابه المباشر الذي مركزه A و ٌحول B إلى D. 

 . محددا نسبته وزاوٌتهS    أ ـ اكتب العبارة المركبة للتشابه 
ٌّن      ب ـ ع

Ez لاحقة النقطة E ّ؛ علما أنO هً صورة E بالتشابه S. 

2 أ ـ اكتب العدد المركب D B

C B

z z

z z




 . على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسً

 .BCD     ب ـ ما طبٌعة المثلث 
ٌّن أنّ النقط   .  تنتمً إلى دائرة ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ، D َ C     ج ـ ب

3   مجموعة النقط Mمن المستوي ذات اللاحقة z2:  بحٌث 2 9 1iz i  . 

 تنتمً إلى B     أ ـ تحقق أنّ النقطة   . 

ٌّن طبٌعة المجموعة       ب ـ ع وعناصرها الممٌزة . 

 :التمرٌن الرابع

Iلتكن ـ g الدالة العددٌة المعرّفة على المجال  0;بـ  :  1 xg x xe . 

ٌّرات الدالة .1 ٌّراتهاg ادرس تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة .2  ب  0g x  تقبل حلا وحٌدا  على المجال  0;  ّ0.5، ثمّ تحقق أن 1 . 

ٌّن إشارة .3  ع g x على المجال  0;. 

II ـ f انذانح انمعشّفح عهى انمجال  0;تـ  : 
1

1x

x
f x

e





َ  fCذمثٍهٍا انثٍاوً فً انمضرُي انمىضُب إنى  

        انمعهم انمرعامذ َانمرجاوش  ; ,O i j
 

. 

تٍهّ أنّ . 1 lim 0
x

f x


ثم فضّش انىرٍجح ٌىذصٍا ،. 

 مه انمجال xأ ـ تٍهّ أوً مه أجم كم عذد حمٍمً. 2 0; : 
 

 
2

'
1

g x
f x

e



. 

   ب ـ تٍهّ أنّ  f   ثمّ شكم جذَل ذغٍشّاخ انذانح ،f.  

 مه انمجال xأ ـ تٍهّ أوً مه أجم كم عذد حمٍمً. 3 0;  : 
 

1x

g x
f x x

e
 


 . 

    ب ـ اصرىرج َضعٍح  fC تانىضثح إنى انمضرمٍم   ري انمعادنح y x. 

اسصم . 4 َ  fC. 

IIIتٍهّ أوً إرا كان . 1  ـ 0;x  ّفئن    0;f x . 

       2 . nu انمررانٍح انعذدٌح انمعشّفح عهى ًٌ تـ  :
0 0u  ًَمه أجم عذد طثٍع  n ، 1n nu f u  . 

n ،10           أ ـ تشٌه تانرشاجع أوً مه أجم كم عذد طثٍعً n nu u   . 

           ب ـ تاصرعمال َ  fC0:  مثم عهى محُس انفُاصم انحذَدu ،1uَ 2u ثمّ خمّه إذجاي ذغٍشّ انمررانٍح  nu . 

           جـ ـ تشٌه أن انمررانٍح  nuمرماستح، ثم جذ وٍاٌرٍا . 
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ل َّ  :حم انمُضُع الا

 

 .(خاص بالتقنً والرٌاضً) :التمرٌن الأوّل

0A و 
0B نقطتان من المستوي بحٌث 

0 0 8A B ؛ ولٌكنS التشابه المباشر الذي مركزه 
0A نسبته 

1

2
 وزاوٌته 

3

4


 

نعرّف متتالٌة النقط  nBبـ  : 1n nB S B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

 أنشئ النقط .1
1B ،

2B و 
3B. 

، المثلثان n إثبات أنّه من أجل كل عدد طبٌعً.2
0 1n nA B B 

 و 
0 1 2n nA B B 

 . متشابهان

 لدٌنا nمن أجل كل عدد طبٌعً  0 0A S A و  1n nB S B  و  2 1n nB S B 
 

ومنه المثلث 
0 1 2n nA B B 

 هو صورة المثلث 
0 1n nA B B 

 وبالتالً المثلثان S بالتشابه 
0 1n nA B B 

 و 
0 1 2n nA B B 

 

 .متشابهان
نعرّف متتالٌة . 3 nuبـ  :

1n n nu B B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

أ ـ إثبات أنّ  nu ٌُطلب تحدٌد أساسها  .q متتالٌة هندسٌة 

لدٌنا  1n nB S B  و  2 1n nB S B  1 إذن 2 1

1

2
n n n nB B B B   1 أي

1

2
n nu u  ًوبالتال  nu متتالٌة  

هندسٌة أساسها 
1

2
q . 

ب ـ كتابة 
nu بدلالة n. 

0 0

1

2

n

n

nu u q u
 

   
 

 

: ج ـ نضع
0 1 ....n nS u u u    ؛ حسابlim n

n
S


. 

1

1

0 0

1
1

12
2 1

1 2
1

2

n

n

nS u u





  
                 

 

 

لدٌنا 
1

1
lim 0

2

n

n





 
 

 
0lim ومنه  2n

n
S u


. 

 أ ـ حل فً .4 3:  المعادلة 4 2x y . 

لاحظ أن الثنائٌة  2;1 حلا للمعادلة لدٌنا إذن 
3 4 2

3 2 4 1 2

x y 

   

 بالطرح نجد    3 2 4 1 0x y    

ومنه    3 2 4 1x y   ٌقسم 4 لدٌنا  3 2x  أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 3 و 4 والعددان  

 ٌقسم 4 2x  2 ومنه 4x k  4 أي 2x k  حٌث k  ًوبالتعوٌض ف    3 2 4 1x y  نجد  

 3 4 4 1k y   3 أي 1y k  حٌث k . 

وبالتالً حلول المعادلة هً الثنائٌات من الشكل  4 2;3 1k k  حٌث kعدد صحٌح . 

ب ـ لٌكن   المستقٌم العمودي على المستقٌم  0 0A B 0 فً النقطةA. 

م العدد الطبٌعً  ٌّ  تنتمً إلى المستقٌم nB التً من أجلها تكون النقطة nـ إٌجاد ق . 

لدٌنا  1n nB S B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 
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 1 0B S B  

 2 1B S B ومنه     2 0 0B S S B S S B   

 3 2B S B ومنه     3 0 0B S S S B S S S B    

 0.....n

nج مش

B S S S B    

نعلم أن تركٌب التشابهات ذات المركز 
0A والنسبه 

1

2
 والزاوٌة 

3

4


 هو تشابه مباشر مركزه 

0A نسبته 
1

2

n

 
 
 

 

وزاوٌته 
3

4

n
 لدٌنا 

nB صورة 
0B بالتشابه .....

nج مش

S S S   إذن  0 0 0

3
;

4
n

n
A B A B




 
. 

 nB   معناه  0 0 0;
2

nA B A B k


 
 

 وٌكافئ 
3

4 2

n
k

 
  ومنه 

3 1

4 2

n
k  3 وعلٌه 4 2n k  

4وحسب ما سبق  2n   حٌث . 
 :التمرٌن الثانً

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  2;0;1A  ، 1;2; 1B  و  2;2;2C . 

1 ًحساب الجداء السلم .AB AC
 

. 

النقط  3;2; 2AB 


 ، 0;2;1AC


. ومنه  3 0 2 2 2 1 2AB AC       
 

. 

    استنتاج القٌمة المدورة إلى الوحدة، بالدرجات للزاوٌة

لدٌنا  . cos ;AB AC AB AC AB AC 
   

. ومن جهة أخرى  2AB AC 
 

 إذن  2 cos ;AB AC AB AC 
 

 

ومنه  
2

cos ;AB AC
AB AC




 
9 لكن  4 4 17AB     0 و 4 1 5AC     

إذن   
2

cos ; 0.22
17 5

AB AC  


 
 وعلٌه  ; 77AB AC  

 
.
 

2 استنتج أنّ النقط A،Bو C ّ2 لٌست فً استقامٌة وأن 2 2 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 . تعٌن مستوٌاCو A  ، B   فإنّ النقط  و بما أنّ 

ولدٌنا    2 2 2 2 2 0 2 1 2 0A A Ax y z         ،   2 2 2 2 1 2 2 1 2 0B B Bx y z         

و    2 2 2 2 2 2 2 2 2 0C C Cx y z         ومنه إحداثٌات النقط A،Bو C  تحقق المعادلة  

2 2 2 0x y z     2وعلٌه 2 2 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

3 أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P ؛ المحوري للقطعة AB. 

 منتصف القطعة Iلتكن AB إذن 
1

;1;0
2

I
 

 
 

. 

المستوي  P ًشعاعه الناظم  3;2; 2AB 


3 إذن له معادلة من الشكل  2 2 0x y z d    ولدٌنا  I P 

ٌعنً 
3

2 0
2

d


   أي 
1

2
d


 ومنه  

1
3 2 2 0

2
x y z    6 وتكافئ 4 4 1 0x y z    وهً معادلة  

دٌكارتٌة للمستوي  P. 

ب ـ تبٌٌن أنّ مجموعة النقط  ; ;M x y z من الفضاء التً تحقق AM CM هً مستو  'P معادلته  

4الدٌكارتٌة  2 7 0y z  . 

BAC

 0BAC BAC 
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 'P هو المستوي المحوري للقطعة  AC أي هو المستوي الذي ٌشمل 
3

2;1;
2

H
 
 
 

 منتصف  AC وشعاعه  

الناظمً  0;2;1AC


. 

إذن المستوي 'P 2 له معادلة من الشكل 0y z d   ولدٌنا  'H P ًتعن 
3

2 0
2

d   أي 
7

2
d   

ومنه 
7

2 0
2

y z   4 وتكافئ 2 7 0y z   وهً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  'P. 

جـ ـ تبٌٌن أنّ  Pو  'P متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

ABلدٌنا الشعاعان 


AC و 


  غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستوٌان  P و 'P متقاطعان وفق مستقٌم  . 

كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M    معناه 
6 4 4 1 0

4 2 7 0

x y z

y z

   


  
y وبوضع  t  تصبح الجملة 

 

 

6 4 4 1 0..... 1

4 2 7 0............ 2

x t z

t z

    


  

 

من  2 نجد 
7

2
2

z t   ًوبالتعوٌض ف  1 نجد 
7

6 4 4 2 1 0
2

x t t
 

      
 

6 ومنه  12 15 0x t   

أي 
5

2
2

x t      وعلٌه    

5
2

2

:

7
2

2

x t

y t

z t


  


 


   


. 

4 أ ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم   ٌقطع المستوي  ABC فً نقطة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

لدٌنا  2;1; 2u  


 شعاع توجٌه للمستقٌم   و  2;1;2n


 شعاع ناظمً للمستوي  ABCوهما مرتبطان خطٌا  

إذن   ٌعامد المستوي  ABC فهما ٌتقاطعان فً نقطة  . 

لدٌنا    ومنه إحداثٌات  من الشكل 
5 7

2 ; ; 2
2 2

t t t
 
    
 

 

ولدٌنا  ABC 2 معناه 2 2 0x y z      وعلٌه 
5 7

2 2 2 2 2 0
2 2

t t t
   
          
   

 

4وٌكافئ  5 4 7 2 0t t t       أي 
14

9
t  وعلٌه 

14 5 14 14 7
2 ; ; 2

9 2 9 9 2

    
       

    
 

أي 
11 14 7

; ;
18 9 18


 

 
 

. 

 .ABC هً مركز الدائرة المحٌطة بالمثلث ب ـ استنتاج أنّ 
 لدٌنا   معناه  P و  'P ومنه A B C    ّوبما أن  ABC فإن هً مركز  

 .ABCالدائرة المحٌطة بالمثلث 

5 نعتبر النقطة G مرجح الجملة المثقلة       2 2 2; 1 , ; 2 , ; 2A B C     حٌث . 

 . فً مجموعة الأعداد الحقٌقٌة  عندما تتغٌر G ـ تعٌٌن مجموعة النقط 

بما أنّ    2 2 21 2 2 1       ّفإن G ًموجودة من أجل كل عدد حقٌق . 
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لدٌنا  

   

   

   

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 2 2 1 2 2

1

1 0 2 2 2 2

1

1 1 2 1 2 2

1

G

G

G

x

y

z







  

  

  

       
 

       



       
 


  معناه   

2

2

2

3 4

2 4

4 3

G

G

G

x

y

z









 



  


   


  

 

2وبوضع   نجد  

3 4

2 4

4 3

G

G

G

x

y

z









 





  


   


  

 إذن مجموعة النقط G هً نصف مستقٌم مبدؤه  4;4; 3J  

وشعاع توجٌهه  3; 2; 4v  


. 

 :التمرٌن الثالث
فً الشكل المقابل،  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة على 

المجال  0;4 بالعلاقة  
3 1

2

x
f x

x


و ، d المستقٌم ذو 

yالمعادلة  x. 

متزاٌدة تماما على المجال  f أنّ الدالةإثبات أ ـ 1. 0;4. 

 تقبل الإشتقاق على fالدالة  0;4 ولدٌنا  

 
   

2 2

3 2 2 3 1 1
'

4 2

x x
f x

x x

 
  

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  0;4 ، ' 0f x  

 متزاٌدة تماما على fوبالتالً الدالة 0;4. 

ب ـ تحدٌد الوضع النسبً للمنحنى  C بالنسبة للمستقٌم  d 

 
23 1 3 1 2

2 2

x x x
f x x x

x x

  
    

4 1 
1

2
 0 

x 

  0 +     0          22 3 1x x   
     +   + + 2x 

  0 + 0     f x x 

  

من أجل  
1

0; 1;4
2

x
 

  
 

 ،  0f x x  ومنه المنحنى  C ٌقع تحت  d. 

وفً المجال 
1

;1
2

 
 
 

 ،   0f x x  ومنه المنحنى  C ٌقع تحت  d. 

ٌتقاطعان فً نقطتٌن إحداثٌتٌهما 
1 1

;
2 2

 
 
 

 و  1;1. 
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نعرّف المتتالٌة  3. nu
 

:  كما ٌلً
0 2u ًومن أجل كل عدد طبٌع  n : 1n nu f u        . 

: أ ـ تمثٌل على محور الفواصل الحدود
0u،1uو 

2u 

 ٌبدو أن المتتالٌة ب ـ nu 1 متناقصة ومتقاربة نحو العدد. 

: nأ ـ برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً 4.
11 2n nu u  . 

لدٌنا  1 0

5

4
u f u  ومنه 

1 01 2u u   0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أنّ 
11 2n nu u   ّونبرهن أن 

2 11 2n nu u   . 

11 2n nu u    معناه       11 2n nf f u f u f  لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;4. 

وٌكافئ 
2 1

5
1

4
n nu u    أي 

2 11 2n nu u    ًإذن من أجل كل عدد طبٌع n ،
11 2n nu u  . 

ب ـ استنتاج أنّ المتتالٌة  nu متقاربة  

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
1n nu u  ومنه المتتالٌة  nu 1  متناقصة وبما أنها محدودة من الأسفل بالعدد  

 .lفهً متقاربة نحو عدد حقٌقً 
 .حساب نهاٌتها
لدٌنا المتتالٌة  nu 1 متقاربة إذنlim limn n

n n
u u l

 
   

 1n nu f u  ًتعن  1lim limn n
n n

u f u
 

 وبما أن الدالة f مستمرة عند العدد l ّفإن  l f l  

ومنه 
3 1

2

l
l

l


 22 ٌكافئ 3 1 0l l   1 أيl  أو 

1

2
l ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،1 2nu  

1lفإنّ   إذن  lim 1n
n

u


. 

n:أ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  5. 1

1
1 1

2
n nu u   . 

  عددا طبٌعٌا؛nلٌكن 

1

3 1 3 1 2 1
1 1

2 2 2

n n n n
n

n n n

u u u u
u

u u u


   
     

n ،1nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  2 معناه 2nu  ٌكافئ 
1 1

2 2nu
 1 وبما أن 0nu  فإن ، 

 
1 1

1
2 2

n
n

n

u
u

u


   أي   1

1
1 1

2
n nu u   . 

: nب ـ استنتاج أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1
2

n

nu
 

   
 

. 

 .نستعمل البرهان بالتراجع

لدٌنا 
0

0

1
1

2
u

 
   

 
0n إذن الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفرض أنّ 
1

1
2

n

nu
 

   
 

 ومنه  
1 1 1

1
2 2 2

n

nu
 

   
 

 أي  
1

1 1
1

2 2

n

nu



 
   

 
  وحسب السؤال السابق لدٌنا 

n ،من أجل كل عدد طبٌعً 1

1
1 1

2
n nu u    ومنه   

1

1

1 1
1 1

2 2

n

n nu u





 
     

 
 أي 

1

1

1
1

2

n

nu
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، nومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً
1

1
2

n

nu
 

   
 

. 

limجـ ـ استنتاج  n
n

u
 

 .مرّة أخرى

لدٌنا 
1

0 1
2

n

nu
 

    
 

 وبما أنّ 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
lim حسب النهاٌات بالمقارنة  1 0n

n
u


  أي lim 1n

n
u


. 

 :التمرٌن الرابع
فً الشكل المقابل  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة والقابلة للإشتقاق على  

المنحنً  C ٌمر من النقطة  3;1A  

وٌقبل عند النقطة  2; 1B e  مماسا موازٌا لمحور 

الفواصل؛ ومماسا  T ٌخترق  C عند  

النقطة  1;3C. 

 :بقراءة بٌانٌة

تعٌٌن . 1 ' 2f ، ' 1f ، '' 1f، lim
x

f x


  

 ' 2 0f  لأنّ المماس عند النقطة B 2 ذات الفاصلة 

 مٌله معدوم

 ' 1f هو معامل توجٌه المماس عند النقطة ذات الفاصلة 

 أي هو معامل توجٌه المماس 1 T. 

 
 

2 0
' 1 1

0 2
f


 

 
 

لدٌنا المماس  T ٌخترق المنحنى  C عند نقطة التماس  1;3C وهذا ٌعنً أن النقطة  1;3C هً نقطة  

إنعطاف للمنحنى  C وبما أن الدالة تقبل الإشتقاق على  فإن  '' 1 0f  . 

 كتاتح معادنح نهمماس .2 T. 

    ' 1 1 1y f x f   ًَمى  1 1 3y x   أي   : 2T y x . 

تثٍٍه أنّ انمعادنح . 3  0f x  تقثم حلا َحٍذا  عهى انمجال  3; . 

 ذمثم الإشرماق عهى انمجال fنذٌىا انذانح  3; فًٍ مضرمشج عهى ٌزا انمجال َذأخز لٍمٍا فً انمجال  ;1 

 َ 0 ;1  إرن انمعادنح   0f x  ذمثم حلا َحٍذا  عهى انمجال  3;    . 

استىتاج إشارج  f x. 

مه انثٍان وضرخهص إشاسج  f x. 

   x 
       0 +  f x 

 .fتشكٍم جذَل تغٍرّاخ انذّانح . 4

        2  x 

         0   +  'f x 

   1e  

            0 

 1 

 

 f x 
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 عذد حهُل انمعادنح mانمىاقشح، حسة قٍم انُسٍط انحقٍقً . 5   f x f m. 

إرا كان  3;m   ّفئن    ;1f m  َمىً انمعادنح ذمثم حلا َاحذا . 

إرا كان    ;2 2;3m    ّفئن    1; 1f m e َمىً انمعادنح ذمثم حهٍه . 

2mإرا كان   فئن   1f m e َمىً انمعادنح ذمثم حلا مضاعفا . 

 انذانح انمعشفح عهى انمجال hنركه . 6 ;تـ  :     lnh x f x f x    . 

ـ عثارج  'h x تذلانح  f x َ   'f x . 

   
 
 

    
 

' 1'
' '

f x f xf x
h x f x

f x f x


   

 .hـ استىتاج اتجاي تغٍرّ انذّانح 

مه x مه أجم كم عذد حمٍمً ;،  0f x  َمىً إشاسج  'h x مه وفش إشاسج ًٌ     ' 1f x f x . 

مه أجم  ;3x   ،  1f x  أي   1 0f x      

مه أجم  3;x   ،  1f x  أي   1 0f x   

فً انمجال : تُضٍح ;3، C 1 ٌكُن فُق انمضرمٍم ري انمعادنحy  أي   1f x  

 

 3 2  x 
                       0+         'f x 

  0 + +   1f x  

 +       0                0 +  'h x 

 مرزاٌذج عهى كم مه hانذانح  ;2 َ  3; َمرىالصح ذماما عهى  2;3. 

 .hجذَل تغٍرّاخ انذانح 

 3   2  x 
 +       0     0 +  'h x 

         2h 

 

 1 1 

 

 h x 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :حم انمُضُع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

ABCDEFGH ؛ الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 1 مكعب طول حرفه ; , ,D DA DC DH
  

 

 هً مرجح الجملة المثقلة Kوالنقطة     ;2 , ;1F D. 

 :الجزء الأوّل

 هً K أنّ إحداثٌات النقطة  إثبات. 1
2 2 2

; ;
3 3 3

 
 
 

. 

لدٌنا  0;0;0D ، 1;1;1F 

2 0KF KD 
  

2 معناه  2 0KD DF KD  
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3ٌكافئ  2KD DF 
 

 أي 
2

3
DK DF
 

  ومنه 

2

3
K Fx x،

2

3
K Fy y و 

2

3
K Fz zوبالتالً إحداثٌات K ًه 

2 2 2
; ;

3 3 3

 
 
 

 فً المعلم  ; , ,D DA DC DH
  

. 

إثبات أنّ المستقٌمٌن . 2 EK و  DFمتعامدان . 

لدٌنا  1;0;1E ومنه 
2 2 2

1; ; 1
3 3 3

EK
 

  
 


 أي 

1 2 1
; ;

3 3 3
EK

  
 
 


 ولدٌنا  1;1;1DF


. 

إذن 
1 2 1 2 2

. 1 1 1 0
3 3 3 3 3

EK DF


         
 

EK وهذا ٌعنً أنّ  DF
 

 وبالتالً المستقٌمٌان  EK  

و  DFمتعامدان . 

 .EKحساب الطول . 3

1 4 1 6

9 9 9 3
EK     

 :الجزء الثانً

 نقطة من القطعة Mلتكن HG حٌث HM m مع  0;1m  

 من المجال mإثبات أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 1 0;1 فإن حجم رباعً الوجوه EMFD ٌساوي 
1

6
. 

   
1

3
V EMFD S EMF DH  ؛ لتكن Iالمسقط العمودي للنقطة M على المستقٌم  EF إذن 

1MI HE  وعلٌه  
1

2 2

EF MI
S EMF ua


 . 

وبالتالً  
1 1 1

1
3 2 6

V EMFD uv   . 

إثبات أن معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 2 MFDًه  : 1 0m x y mz   . 

لدٌنا  0;0;0D ، 1;1;1F و  0; ;1M m. 

   1 1 0 0 0 0D D Dm x y mz m m          

   1 1 1 1 1 0F F Fm x y mz m m          

   1 1 0 1 0M M Mm x y mz m m m          

 تحقق المعادلة M وD ،Fومنه إحداثٌات النقط  1 0m x y mz    وعلٌه  1 0m x y mz    

معادلة دٌكارتٌة للمستوي  MFD. 

 والمستوي E المسافة بٌن النقطة mdنسمً . 3 MFD. 

 من المجال mإثبات أنه من أجل كل عدد حقٌقً (أ 0;1 ،
2

1

2 2 2
md

m m


 
. 

لدٌنا  1;0;1E إذن 
 

 
2 22

1 1 0 1

2 2 21 1
m

m m
d

m mm m

   
 

   
. 

 على القطعة Mتعٌٌن وضعٌة النقطة   (ب HGبحٌث تكون من أجلها المسافة mdأكبر ما ٌمكن . 

22 أكبر ما ٌمكن عندما ٌكون mdتكون المسافة  2 2m m أصغر ما ٌمكن . 
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 المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  0;1بـ  :  22 2 2f m m m  . 

 تقبل الإشتقاق على fالدالة  0;1 ولدٌنا  
2 2

4 2 2 1
'

2 2 2 2 2 2 2

m m
f m

m m m m

 
 

   
 

إشارة  'f m 2 هً نفس إشارة 1m . 

 ' 0f m  ً2 تعن 1 0m   أي 
1

2
m . 

 ' 0f m  ً2 تعن 1 0m   أي 
1

1
2

m . 

 ' 0f m  ً2 تعن 1 0m   أي 
1

0
2

m . 

 متناقصة تماما على fوبالتالً الدالة 
1

0;
2

 
 
 

 ومتزاٌدة تماما على 
1

;1
2

 
 
 

. 

1 
1

2
 0 

 
x 

 +     0   'f m 

 
 
 

 

 f m 

تكون  f m أصغر ما ٌمكن من أجل 
1

2
m  وبالتالً تكون المسافة md أكبر ما ٌمكن عندما ٌكون 

1

2
m   

 تكون منتصف القطعة Mوبالتالً  HG. 

  عهى E هً المسقط العمودي للنقطة K أكبر ما ٌمكن فإنّ النقطة mdاستنتاج أنّه إذا كانت المسافة (ج

المستوي MFD
 

من أجل 
1

2
m  تكون 

1 1
0

2 2
x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  MFD ًشعاعه الناظم 

1 1
;1;

2 2
n

  
 
 


. 

لدٌنا 
1 1 1 2 1

0
2 2 3 3 3

K K Kx y z        ومنه  K MFD. 

ولدٌنا 
1 2 1

; ;
3 3 3

EK
  

 
 


 ومنه 

2

3
EK n
 

EK أي 


n و 


  هً المسقط العمودي K مرتبطان خطٌا وبالتالً النقطة 

 على المستوي Eللنقطة  MFD. 

ٌمكن إثبات أنّ  K MFD 1 و

2

d EK.
 

 (خاص بالتقنً والرٌاضً)  :التمرٌن الثانً

نشر العبارة . 1  26 1t t ًمن أجل كل عدد حقٌق t 

  2 3 26 1 6 6t t t t t      

2 .a،bو c أعداد طبٌعٌة تكتب فً نظام التعداد ذي الأساس pً102:  كما ٌلa  ،125b  13154 وc . 

abأ ـ علما أنّ  c ًإٌجاد قٌمة العدد الحقٌق p. 

0لدٌنا  1 2 22 0 2a p p p p       ،0 1 2 25 2 5 2b p p p p p        
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0 1 2 3 4 2 3 44 5 3 4 5 3b p p p p p p p p p            

ab c معناه   2 2 2 3 42 5 2 4 5 3p p p p p p p        

2وٌكافئ  2 3 4 2 3 410 4 2 5 2 4 5 3p p p p p p p p p          3 وٌكافئ 26 6 0p p p    

أي   26 1 0t t   6 ومنهt . 

 .   فً النظام العشريc وa،bب ـ كتابة كلا من الأعداد 
22 6 38a    ،25 2 6 6 53b      2 و 3 44 5 6 6 3 6 6 2014c         

:  المعادلة2نعتبر فً . 3 38 53 15....... 1x y  

ٌّن أنه إذا كانت الثنائٌة  أ ـ ب ;x y حلا للمعادلة  1 ّفإن  52 53x   

38 53 15x y  38 ٌكافئ 15 53x y  وهذا ٌعنً أن  38 15 53x  ولدٌنا  38 15 53  

ومنه  15 15 53x  أي  1 53x   وعلٌه  52 53x  . 

ب ـ استنتاج حلول المعادلة  1. 

53لدٌنا  52x k  حٌث k ًوبالتعوٌض ف  1 نجد  38 53 52 53 15k y   38 ومنه 37y k  حٌث 

k وبالتالً مجموعة حلول المعادلة  1 هً الثنائٌات  ;x y من الشكل  53 52;38 37k k و k  

 . قاسمهما المشترك الأكبرd عددان طبٌعٌان ونسمً y وxنعتبر الآن . 4

 .dأ ـ تعٌٌن القٌم الممكنة للعدد 
38 ٌقسم d إذنy ٌقسم d وx ٌقسم dلدٌنا  53x y أي d وبالتالً 15 ٌقسم  1;3;5;15d . 

ب ـ إٌجاد كل الثنائٌات  ;x y 15 بحٌث ٌكونd . 

15نضع  'x x 15 و 'y y حٌث 'x و 'yأولٌان فٌما بٌنهما . 

38نحصل على  15 ' 53 15 ' 15x y    38 ومنه ' 53 ' 1x y  لدٌنا الثنائٌة  7;5حلا خاصا للمعادلة  

ومنه  
38 ' 53 ' 1

38 7 53 5 1

x y 


   
 بالطرح نجد    38 ' 7 53 ' 5 0x y    أي    38 ' 7 53 ' 5x y   

 ٌقسم 53لدٌنا  38 ' 7x  ٌقسم 53 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 38 و 53 والعددان ' 7x  ومنه  

' 7 53x   أي ' 53 7x   حٌث  ًوبالتعوٌض ف    38 ' 7 53 ' 5x y   نجد 

 38 53 53 ' 5y   ومنه ' 5 38y   أي ' 38 5y   حٌث  ّ38 وبما أن ' 53 ' 1x y فإنه  

 أولٌان فٌما بٌنهما وبالتالً y' و x'حسب مبرهنة بٌزو ٌكون العددان  15 53 7x   795 أي 105x   

و  15 38 5y   570 أي 75y   حٌث   

م العدد الطبٌعً. 5 ٌّ  .7 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ دراسة، حسب ق

لدٌنا  04 1 7 ، 14 4 7 ، 24 2 7 ،  34 1 7 

p ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً  34 1 7p  ، 3 14 4 7p  و  3 24 2 7p . 

ب ـ من أجل كل  ;x y 2 من حلول المعادلة  1 22013تعٌٌن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 1432x y 7 على. 
 2 38 372 53 522013 1432 2013 1432

kx y k     

لدٌنا  2013 4 7 و  1432 4 7 معناه    2 38 372 53 522013 1432 4 4 7
kx y k    

وٌكافئ  2 129 1262013 1432 4 7x y k   وٌكافئ    3 43 4222013 1432 4 7
kx y 

  أي  22013 1432 1 7x y  

22013إذن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  1432x y 1 هو 7 على .
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  :التمرٌن الثالث

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 :ذات اللاحقات A ،B،  C، D نعتبر النقط 

4Az i  ،4Bz i  ، 1 2Cz i  و  
Dz i على الترتٌب . 

1 لٌكن Sالتشابه المباشر الذي مركزه A وٌحول B إلى D. 

 . محددا نسبته وزاوٌتهSأ ـ كتابة العبارة المركبة للتشابه 
 من الشكل Sالكتابة المركبة للتشابه  ' A Az z z z   ّوبما أن  S B D ّفإن  D A B Az z z z   

2Dأي  A

B A

z z
i

z z



 


 هً S إذن الكتابة المركبة للتشابه  ' 2A Az z i z z   وبعد التبسٌط نجد  

' 2 2 9z iz i    . 

 وزاوٌته 2 هً Sنسبة التشابه 
2


. 

ب ـ تعٌٌن 
Ez لاحقة النقطة E ّ؛ علما أنO هً صورة E بالتشابه S. 

 S E O 0 معناه 2 2 9Eiz i   ومنه 
2 9

2
E

i
z

i

 
 أي 

9

2
Ez i . 

2 أ ـ كتابة العدد المركب D B

C B

z z

z z




 . على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسً

  4 2 34 4 2 12 4 6 2

1 2 4 3 10 10

D B

C B

i iz z i i i i i

z z i i i

           
   

     
 

41 2
i

D B

C B

z z
i e

z z




  


. 

 .BCDب ـ تعٌٌن طبٌعة المثلث 

42لدٌنا 
i

D B

C B

z z
e

z z







  معناه 

 

2

;
4

BD

BC

BC BD






 


   معناه 

 

2

2

;
4

BC

BD

BC BD






 


 
 

إذن  cos ;
BC

BC BD
BD


 

 . لأن النسب المثلثٌة محققةC قائم فBCDً ومنه المثلث 

وبما أنّ  ;
4

BC BD



 

 و  ;
2

CD CB



 

 فإنّ  ;
4

DB DC



 

 . متساوي الساقٌنBCD أي المثلث 

 . ومتساوي الساقٌنC قائم فً BCDوبالتالً المثلث 
 :طرٌقة ثانٌة

CDلدٌنا  CB BD BD BC   
    

 ومنه  
22

2 2 2CD BD BC BD BC BD BC     
    

 

  2 2 2 2 cos ;CD BD BC BD BC BC BD   
 

2BD  لكن  BC و  ;
4

BC BD



 

 

إذن  
2

2 2 2 22
2 2 2 3 2

2
CD BC BC BC BC BC BC

 
       

 
 

2ومنه  2CD BC أي CD BC ومنه المثلث BCD متساوي الساقٌن رأسه C. 
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وبما أنّ  ;
4

BC BD



 

 فإن  ;
4

DB DC



 

 وبالتالً  ;
2

CD CB



 

. 

 . ومتساوي الساقٌنC قائم فً BCDوبالتالً المثلث 
 :طرٌقة ثالثة

1D B

C B

z z
i

z z


 


1D معناه  B C C

C B

z z z z
i

z z

  
 


1B وتكافئ  C D C

C B C B

z z z z
i

z z z z

  
  

 
 

1وتكافئ  1C D

C B

z z
i

z z


  


C أي  D

C B

z z
i

z z


 


 . ومتساوي الساقٌنC قائم فBCDً  وبالتالً المثلث 

 .  تنتمً إلى دائرة ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ، D َ Cج ـ تبٌٌن أنّ النقط 

 تنتمً لنفس الدائرة التً قطرها B ، D َ C وهذا ٌعنً أنّ النقط C قائم فً BCDلدٌنا المثلث  BD 

ولدٌنا  S B D معناه  ;
2

AB AD



 

 أٌضا تنتمً للدائرة التً A ومنه النقطة A قائم فABDً أي المثلث

قطرها  BD وبالتالً النقط A ،B ، D َ Cتنتمً إلى نفس الدائرة التً قطرها  BD وهذه الدائرة مركزها  ذات  

 منتصف القطعة 2اللاحقة  BD 5 ونصف قطرهاD . 

3   مجموعة النقط Mمن المستوي ذات اللاحقة z2:  بحٌث 2 9 1iz i  . 

 تنتمً إلى Bأ ـ التحقق أنّ النقطة   . 

2لدٌنا  2 9 1B Diz i z     ومنه النقطة B تنتمً إلى  . 

ب ـ تعٌٌن طبٌعة المجموعة  وعناصرها الممٌزة . 

2 2 9 1iz i   معناه ' 1z  وتكافئ ' 1OM  حٌث  'z لاحقة النقطة 'Mصورة النقطة M بالتشابه S. 

S و 2 تشابه مباشر نسبته  S E O إذن ' 2OM EM 2 ومنه 1EM  أي 
1

2
EM  

وبالتالً   هً الدائرة التً مركزها E ونصف قطرها 
1

2
 . 

 :التمرٌن الرابع

Iلتكن ـ g الدالة العددٌة المعرّفة على المجال  0;بـ  :  1 xg x xe . 

ٌّرات الدالة.1  .g دراسة تغ

 تقبل الإشتقاق على المجال gالدالة  0;ولدٌنا  :   ' 1x x xg x e xe e x      

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; ،0xe  1 و 0x   إذن  ' 0g x  وبالتالً الدالة g متناقصة  

تماما على المجال  0;. 

 0 1g  

 lim lim 1 x

x x
g x xe

 
    

 .gجدول تغٌرات الدالة 

 
 
 
 
 
 

   0 x 

  'f x 

1 

     0 

 

 

 f x 
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 تبٌٌن أنّ المعادلة .2  0g x  تقبل حلا وحٌدا  على المجال  0;. 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gالدالة 0; وتأخذ قٌمها فً المجال  ;1ًإذن من أجل كل عدد حقٌق k 

من المجال  ;1 المعادلة  f x k تقبل حلا وحٌدا فً المجال  0; وبالأخص المعادلة   0f x  تقبل  

 فً المجال حلا وحٌدا  0;. 

0.5التحقق أنّ   1 . 
لدٌنا  0.5 018g  و  1 1.71g   إذن    0.5 1 0g g  0.5 ومنه 1 . 

 تعٌٌن إشارة .3 g x على المجال  0;. 

من أجل  0;x  ،  0g x  ومن أجل  ;x   كما أن    0g  . 

II ـ f انذانح انمعشّفح عهى انمجال  0;تـ  : 
1

1x

x
f x

e





َ  fCذمثٍهٍا انثٍاوً فً انمضرُي انمىضُب إنى  

        انمعهم انمرعامذ َانمرجاوش  ; ,O i j
 

. 

تثٍٍه أنّ . 1 lim 0
x

f x


 ، 

 

1 11 1
1

lim lim lim lim 0
11 1

xx xx x x x

x
x x xf x

ee e
x

x xx x

   

 
       

  
 

 

  

limلأنّ 
x

x

e

x
  َ 

1
lim 0

x x
. 

 .تفسٍر انىتٍجح ٌىذسٍا

نذٌىا  lim 0
x

f x


 إرن  fC ً0 ٌمثم مضرمٍم مماسب معادنرy  (محُس انفُاصم)  تجُاس. 

 مه انمجال xأ ـ تثٍٍه أوً مه أجم كم عذد حقٍقً. 2 0; : 
 

 
2

'
1

g x
f x

e



. 

 عذدا حمٍمٍا مه انمجال xنٍكه  0;. 

 
 

   
 

 
2 2 2

1 1 1
'

1 1 1

x x x

x x x

e e x g xxe
f x

e e e

   
  

  
 

   ب ـ تثٍٍه أنّ  f   ، 

 
 1 1 1

1 1 1 1

ge e
f

e e e e

 

   

    
  

    
     

   
 

نكه   0g   إرن   0f    أي  f  . 

 .fتشكٍم جذَل تغٍرّاخ انذانح 

نذٌىا إشاسج  'f x مثم إشاسج  g x عهى  0; َتانرانً انذانح ،fمرزاٌذج ذماما عهى  0;َمرىالصح ذماما عهى  

 ;  .
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  0 x 
  0 +  'f x 

  
 

0 
1

2
 

 

 f x 

 مه انمجال xأ ـ تثٍٍه أوً مه أجم كم عذد حقٍقً. 3  0;  : 
 

1x

g x
f x x

e
 


 . 

 عذدا حمٍمٍا مه انمجال xنٍكه  0;. 

 
 1 1 1

1 1 1 1

x x

x x x x

g xx x xe x xe
f x x x

e e e e

    
     

   
 

ب ـ استىتاج َضعٍح  fC تانىسثح إنى انمستقٍم   ري انمعادنح y x. 

إشاسج  f x x وفش إشاسج ًٌ  g x. 

  0 x 
  0 +  f x x 

 fC ذحد                     fC فُق   

  fCَ   

                    مرماطعان فً انىمطح 

                 راخ الإحذاثٍرٍه  ;  

 

 انُضعٍح 

 انىضثٍح

رسم . 4 َ  fC. 

IIIتثٍٍه أوً إرا كان . 1  ـ 0;x  ّفإن    0;f x . 

 مرزاٌذج ذماما عم انمجال fنذٌىا انذانح  0;. 

0إرا كان  x   فئن      0f f x f   ًَمى 

 
1

2
f x   أي   0 f x  . 

إرن مه أجم كم  0;x  ّفئن    0;f x . 

2 . nu انمررانٍح انعذدٌح انمعشّفح عهى ًٌ تـ  :
0 0u   

n ،َمه أجم عذد طثٍعً  1n nu f u  . 

، nأ ـ ترٌان تانتراجع أوً مه أجم كم عذد طثٍعً
10 n nu u   . 

 1 0

1

2
u f u  ًَمى 

0 10 u u    0 إرن انخاصٍح صحٍحح مه أجمn . 

10وفشض أنّ  n nu u    1 َوثشٌه صحح انخاصٍح 20 n nu u    . 

10نذٌىا  n nu u    َتما أن انذانح f مرزاٌذج ذماما عهى انمجال  0;َحضة ورٍجح انضؤال انضاتك فئن  

   10 n nf u f u    1 أي 20 n nu u    . 

n ،10َعهًٍ حضة مثذأ الإصرذلال تانرشاجع فئوً مه أجم كم عذد طثٍعً  n nu u   . 

-1

-1

0 1

1

x

y
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                          aziz_mus1@hotmail.fr  سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

ب ـ تخمٍه إتجاي تغٍرّ انمتتانٍح  nu . 

مه انشصم ٌثذَ أن انمررانٍح  nuمرزاٌذج .  

جـ ـ ترٌان أن انمتتانٍح  nuمتقارتح . 

، nنذٌىا مه أجم كم عذد طثٍعً 
1n nu u  َمىً انمررانٍح  nu 

 . فًٍ مرماستحمرزاٌذج َتما أوٍا محذَدج مه الأعهى تانعذد 

 .اٌجاد وٍاٌتٍا

نذٌىا انمررانٍح  nu مرماستح إرن 
1lim limn n

n n
u u l

 
  َنذٌىا 

 1n nu f u  َانذانح  f مضرمشج عهى  0; 

 ٌحمك lإرن  l f l َتما أن  f   ّفئن l   

limَتانرانً  n
n

u 


. 

          


