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 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن
 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

1  P zٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 25 8 6P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 3تحقّق أنّ  (أ     P z. 

z : بحٌث من أجل كل عدد مركب و جد العددٌن الحقٌقٌٌن  (    ب    23P z z z z    . 

، المعادلة حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (    جـ  0P z . 

2 المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 : نُاحقٍا عهى انتستٍةD و A ،B ،C، نعتبر النقط 

     42
i

Az e


 ،
B Az z ، 2C Bz z َ  ReD C Az z z . 

 انري شاٌَتً Rعٍهّ مسكص اندَزان  (     أ
2


 .C إنى A َ ٌحُل  

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ،Cتٍهّ أنّ انىقظ   (     ب  . تنتمً إلى دائرة 

ٌّن  (     جـ ناADBD' حتى ٌكون الرباعً D' لاحقة النقطة Dz'ع ٌّ  . مع

3  ًنعتبر التحوٌل النقط T الذي ٌرفق بكل نقطة  M z من المستوي النقطة  ' 'M zحٌث : 

                       2' 1 1
i

z i e z i


       . 

ٌّن طبٌعة التحوٌل   (    أ  .  وعناصره الممٌزةTع

ٌّن أنّ المستقٌمٌن T بالتحوٌل  O   صورة النقطةEجد لاحقة النقطة   (    ب ، ثمّ ب AB و  CEمتعامدان . 

4ٌّن مجموعة النقط  ( أ ع M zمن المستوي، حٌث  :. i

C A Az z z z e   مع  . 

ٌّن مجموعة النقط  (     ب ع M zمن المستوي، حٌث  :arg
2

A

B

z z
k

z z




 
  

 
k مع  . 

 :التمرٌن الثانً

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; : ;O i j k
  

 :  حٍثA ، B،C َD انىقظ  نعتبر

   1;5;2AD


 ، 0;7;3BD


 ، 1; 3;7CD 


 َ  2;8; 4C . 

 .تعٍهّ مستٌُا  A،B،D تٍهّ أنّ انىقظ 1.

تٍهّ أنّ انمستقٍم . 2 CD انمستُي ٌعامد  ABD. 

اكتة تمثٍلا َسٍطٍا نهمستقٍم .3 AB. 

4 .H  انمسقظ انعمُدي نهىقطحD  عهى انمستقٍم AB. 

 . Hثٍاخ انىقطحاأ ـ احسة إحد     

 والمستقٌم D     ب ـ استنتج المسافة بٌن النقطة  AB. 

 .ABCD     جـ ـ  احسب حجم رباعً الوجوه 
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لتكن . 5  مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 28MB MA . 

 تنتمً إلى C     أ ـ تحقق أنّ النقطة  . 

ٌّن طبٌعة المجموعة       ب ـ ع . 

 :التمرٌن الثالث

لتكن  nuًالمتتالٌة المعرفة كما ٌل  :
0u e ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ،

1n nu u . 

n ،1nu برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً.1 . 

 ادرس اتجاه تغٌر المتتالٌة .2 nuواستنتج تقاربها . 

 لتكن المتتالٌة .3 nvًالمعرفة كما ٌل  : lnn nv u. 

   أ ـ بٌن أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

   ب ـ اكتب 
nv و 

nu بدلالة n ثم احسب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

 نضع .4
0 1 ...n nS v v v    و  

0 1 ...n nP u u u   . 

   أ ـ احسب 
nS ثم 

nP بدلالة n. 

 حتى ٌكون n   ب ـ عٌن العدد الطبٌعً 
7

4
nP e. 

 :التمرٌن الرابع

I -.1 الدّالة u معرّفة على المجال  0;بـ  :  3 4xu x e x e   . 

ٌّر الدالة     أ ـ  .u ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً ب ـ      من المجال x ب 0;،3 4xe e x  . 

 معرّفة على المجال v الدالة 2. 0;بـ  :  3 23 4 1 lnv x x x x    . 

ٌّن أنّ أ ـ     :  ب ' 1 0v  .) ٌسمص 'v إنى اندانح انمشتقح نهدانح v (. 

 من المجال x أثبت أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً ب ـ     0; ،  0v x . 

 من المجال x استنتج، أنّه من أجل كل عدد حقٌقً     جـ ـ 0; ،
2

1 ln
3 4

x
x

x

 
 . 

 من المجال x أثبت أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً 3. 0; :
2

1 ln
0x x

e e
x


  . 

II-الدّالة  f معرّفة على المجال  0;بـ  : 
lnx x

f x e ex
x

  . 

 fCالمنحنى الممثل للدالة f فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

: احسب1. 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

ٌّن أنّ الدّالة2.  متزاٌدة تماما على المجال f ب 0;ٌّراتها  .، ثمّ شكّل جدول تغ

 احسب 3. 1f ثمّ مثّل المنحنى ، fC على المجال 
5

0;
2

 
 
 

. 

: وأخذ      ) 2 2,3f  ،  1,64 1f  َ 
5

5,75
2

f
 
 
 

 ).  

احسب مساحة الحٌز المستوي المحدد بالمنحنى . 4 fC وحامل محور الفواصل والمستقٌمٌن الذٌن معادلتٌهما  

   
1

2
x  2 وx . 
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 :الموضوع الثانً
 

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  0;2; 1A  ، 0;0;1B، 0;0; 1C  

و  0;0;H h حٌث h عدد حقٌقً ٌنتمً إلى  1;1 . 

 حدّد معادلة دٌكارتٌة للمستوي 1/ hP المار من النقطة H والمتعامد مع المستقٌم  BC. 

 اكتة تمثٍلا َسٍطٍا نهمستقٍم / أ2/ AB. 

حدد انمستقٍم /      ب ABتمعادنتٍه دٌكازتٍتٍه . 

تحقك أن انمستقٍم /       جـ AB ٌقطع انمستُي  hP فً انىقطح  0;1 ;N h h. 

/3   َ  ' ًمستقٍمان مه انفضاء معسّفان كما ٌه : 

         
1

:
0

x z

y

 
 


   َ         

2 2

' : 2 ;

2 1

x t

y t t

z t

  


  
   

 

 وقطتً تقاطع Pَ Q إحداثٍاخ h     ـ عٍهّ تدلانح  hP مع كل من   و  'على الترتٌب . 

 . مستطٌل HPQN بٌن أن الرباعً /أ 4/

 ٌنتمً إلى المجال hنفرض أن /      ب 1;1ٌّن أن محٌط المستطٌل  . عدد ثابت ٌطلب تحدٌدهHPQN ب

 
 :التمرٌن الثانً

نعتبر المتتالٌتٌن  nu و  nvالعددٌتٌن حٌث  :
1

2

n

nu
 

  
 

  و 
3

n

n
v


 ًونسم 

nM النقطة التً لاحقتها 
nz 

niv: حٌث

n nz u e 

1بٌن أن المتتالٌة  ( أ nu هندسٌة و  nvحسابٌة ٌطلب تعٌٌن أساس وحساب الحد الأوّل لكل منهما . 

ٌّم الأعداد الطبٌعٌة  (    ب ٌّن مجموعة ق  . تنتمً إلى محور الفواصلnM التً تكون من أجلها النقطة nع

2 المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 .4cm وحدة الطول 

عٌن لواحق النقط   (     أ
0M ،

1M ،
2M و 

3M. 

1nاحسب أطوال المثلث  (      ب nOM M  بدلالة nu  . 

1nما طبٌعة المثلث  (     جـ nOM M . 

3 نعتبر المتتالٌة  na1:  المعرفة بـn n na z z . 

ٌّن أن  ( أ ب naمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأوّل . 

limاحسب  ( ب n
n

a


. 
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 :التمرٌن الثالث

 nu 1 متتالٌة هندسٌة متزاٌدة تماما حدّها الأوّلu وأساسها qحٌث : 

                            1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u





  

  
. 

 . 1u لهذه المتتالٌة واستنتج الحد الأوّل q والأساس 2u احسب  أ ـ.1

 .n بدلالةnu اكُتب عبارة الحد العام ب ـ    

1:  حٌثn بدلالةnS احسب  جـ ـ    2 ...n nS u u u   ًٌّن العدد الطبٌع 728nS بحٌث ٌكون n؛ ثمّ ع . 

2. nv متتالٌة عددٌة معرّفة من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم nً1:  كما ٌل 2v  1 و

3

2
n n nv v u  . 

 .3v و 2v احسب أ ـ   

 :n نضع من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ب ـ   
2

3
n

n

n

v
w

u
 . 

ٌّن أنّ ـ        ب nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

 .n بدلالة nv، ثمّ استنتج n بدلالة nw اكتب جـ ـ   

 :التمرٌن الرابع

I ـ نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ  :    21 2 xf x x e . 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

 .2cmوحدة الرسم . 

 . و  عند fاحسب نهاٌتً الدالة. 1

احسب عبارة . 2 'f xًمن أجل كل عدد حقٌق xثم استنتج اتجاه تغٌر الدالة ،f. 

ٌّرات الدالة. 3  .fشكل جدول تغ

 المعادلة حل فً . 4  0f x  ثم استنتج نقط تقاطع  fCمع محور الفواصل . 

احسب . 5 1f ثم ارسم  fC. 

 عدد واشارة حلول المعادلة mناقش حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً. 6   f x f m. 

:  المعرفة بـF بحٌث تكون الدالة b وaأ ـ عٌن العددٌن الحقٌقٌٌن . 7    2xF x ax b e  دالة أصلٌة  

 . على f        للدالة
 وبدلالة المساحة 2cm    ب ـ احسب بـ  S  للحٌز المستوي المحدد بالمنحنى  fCوالمستقٌمات التً معادلاتها : 

         0y  ، 
1

2
x  و x  حٌث 

1

2
  ثم احسب ، lim S





. 

II نسمً  ـnf المشتقة  من الرتبة n حٌث nعدد طبٌعً غٌر معدوم . 

 ، من nبرهن بالتراجع أنّه من أجل كل . 1    22 1 2n n xf x n x e  . 

نرمز بـ. 2 nC للمنحنى الممثل للدالة nf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

   ولتكن النقطة  ;n n nM x y من  nC والتً ٌقبل عندها  nCمماسا ٌوازي حامل محور الفواصل . 

 نقطة من المنحنى nM، ثمّ تحقّق أنّ n بدلالة nx و ny    أ ـ احسب  C الذي معادلته 
2

4

x

x

e
y . 

    ب ـ أثبت أنّ  nxمتتالٌة حسابٌة، احسب نهاٌتها . 

جـ ـ أثبت أنّ      nyمتتالٌة هندسٌة، احسب نهاٌتها . 
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 :حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

1  P zٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 25 8 6P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 3التحقّق أنّ  (أ P z. 

  3 23 3 5 3 8 3 6 27 45 24 6 0P            

z : بحٌث من أجل كل عدد مركب و اٌجاد العددٌن الحقٌقٌٌن ( ب (ب    23P z z z z    . 

      2 3 23 3 3 3z z z z z              3 وبالمطابقة مع 25 8 6z z z   نجد  

3 5    3 و 6   2 أي   2 و . 

إذن     2 23 2P z z z z   

، المعادلة حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (جـ  0P z . 

  0P z  3 معناهz  أو  2 2 12 0.....z z  . 

نحل المعادلة  1. 
2' 1 2 1 i      للمعادلة حلان هما 

1 1z i  و 
2 1z i . 

إذا   0P z  ٌكافئ  3;1 ;1z i i  . 

2 المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 : نُاحقٍا عهى انتستٍةD و A ،B ،C، نعتبر النقط 

     42
i

Az e


 ،
B Az z ، 2C Bz z َ  ReD C Az z z . 

 الذي ساوٌته Rتعٍٍه مزكش الدوران  (أ
2


 .C إلى A و ٌحول  

z' مه انشكم Rانعثازج انمسكثح نهدَزان  az b  2 حٍث
i

a e i


  ًَمى 'z iz b  َّتما أن  R A C 

فإن 
C Az iz b  ًَمى C Ab z iz  3 أي 3b i . 

' ًٌ Rَعهًٍ انعثازج انمسكثح نهدَزان 3 3z iz i  . 

 ٌُ انىقطح انصامدج ذاخ انلاحقح Rَمىً مسكص اندَزان
3 3

3
1 1

D

b i
z

a i


  

 
 .D  أي مسكصي انىقطح 

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ،Cتبٍان أنّ الىقط   (ب  . تنتمً إلى دائرة 

لدٌنا  R A C معىاي انىقطح D تىتمً إنى محُز انقطعح  ACلأن مسكص اندَزان R ًٌ D. 

ولدٌنا 
B Az z معناه محور القطعة  AB هو محور الفواصل وبما Dz هو عدد حقٌقً فإن النقطة Dتنتمً إلى  

إلى محور الفواصل أي تنتمً إلى محور القطعة  AB وهذا ٌعنً أن Dتنتمً إلى تقاطع محاور المثلث ABC 

5DA ونصف قطرها D تنتمً إلى الدائرة التً مركزها A ،B ،Cوبالتالً النقط  . 

ناADBD' حتى ٌكون الرباعً D' لاحقة النقطة Dz'تعٌٌن  (جـ ٌّ  . مع

'ADBD ٌّن معناه DA متوازي أضلاع لأنّ ADBD' مع DB. 

'ADBD متوازي أضلاع معناه 'BD DA
 

D' وٌكافئ  B A Dz z z z   وٌكافئ 'D A D Bz z z z   

'أي  1Dz  . 

3  ًنعتبر التحوٌل النقط T الذي ٌرفق بكل نقطة  M z من المستوي النقطة  ' 'M zحٌث : 

                       2' 1 1
i

z i e z i


       . 

 .  وعناصره الممٌزةTتعٌٌن طبٌعة التحوٌل   (أ
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 2' 1 1
i

z i e z i


     معناه  2'
i

B Bz z e z z


   أي T هو دوران مركزه B وزاوٌته 
2


. 

 . T بالتحوٌل  O   صورة النقطةEاٌجاد لاحقة النقطة   (ب

 T O E معناه  2
i

E B O Bz z e z z


   وتكافئ  E B Bz i z z   أي  1 2E Bz z i i   . 

تبٌٌن أنّ المستقٌمٌن  AB و  CEمتعامدان . 

2Aلدٌنا  Bz z i  2 وC Ez z  إذن A B

C E

z z
i

z z





 وهذا ٌعنً أنّ  ;

2
EC BA




 
 ومنه المستقٌمان  

 AB و  CE  متعامدان .

4تعٌٌن مجموعة النقط  ( أ M zمن المستوي، حٌث  :. i

C A Az z z z e   مع  . 

. i

C A Az z z z e   معناه 
2 i

C Az z z e  و   2 وٌكافئ i

Cz z e  و    2أيCz z   

 .2 ونصف قطرها C هً الدائرة التً مركزها z ذات اللاحقةMوبالتالً مجموعة النقط 

تعٌٌن مجموعة النقط  (ب M zمن المستوي، حٌث  :arg
2

A

B

z z
k

z z




 
  

 
k مع  . 

arg
2

A

B

z z
k

z z




 
  

 
 معناه  ;

2
BM BA k


 

 
  هً الدائرةz ذات اللاحقةM وبالتالً مجموعة النقط

التً قطرها  ABباستثناء النقطتٌن Aو B. 

 :التمرٌن الثانً

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; : ;O i j k
  

 :  حٍثA ، B،C َD انىقظ  نعتبر

   1;5;2AD


 ، 0;7;3BD


 ، 1; 3;7CD 


 َ  2;8; 4C . 

 .تعٍهّ مستوٌا  A،B،D تبٍٍه أنّ الىقط 1.

ADانشعاعان 


 َ BD


0 غٍس مستثطٍه خطٍا لأن 
BD

x  َ 0
AD

x  َمىً انىقظ A ،Bَ  D  تعٍهّ مستٌُا. 

 أنّ المستقٍم تبٍٍه. 2 CD المستوي ٌعامد  ABD. 

.ندٌىا  1 1 3 5 7 2 0CD AD       
 

 َ . 1 0 3 7 7 3 0CD BD       
 

CD َمىً  AD
 

َ CD BD
 

 

CDَمىً 


 شعاع واظمً نهمستُي  ABD َتانتانً انمستقٍم  CD ٌعامد انمستُي  ABD. 

كتابة تمثٍلا وسٍطٍا للمستقٍم . 3 AB. 

ABندٌىا  AD DB AD BD   
    

AD إحداثٍاخ انشعاع  BD
 

 ًٌ  1; 2; 1  ًٍَعه  1; 2; 1AB  


. 

OAَندٌىا  OC CD DA OC CD AD     
      

OC إحداثٍاخ انشعاع  CD AD 
  

 ًٌ  2;0;1 إذن  

 2;0;1OA


 أي  2;0;1A. 

مه أجم كم وقطح  ; ;M x y z مه انمستقٍم  AB ندٌىا AM t AB
 

t مع  . 

َمىً  

2

2 ;

1

x t

y t t

z t

 


  
  

 تمثٍم َسٍطً نهمستقٍم  AB. 

4 .H  انمسقظ انعمُدي نهىقطحD  عهى انمستقٍم AB. 

 . Hثٍات الىقطةاأ ـ حساب إحد

ODندٌىا  OC CD 
  

  معىاي  3;5;3OD


 َعهًٍ  3;5;3D. 
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 H AB معىاي إحداثٍاخ انىقطح H مه انشكم  2 ; 2 ;1H t t t   ًَمى  1 ; 2 5; 2DH t t t     


. 

.َندٌىا  0DH AB 
 

 معىاي      1 1 2 2 5 2 0t t t         11 ٌَكافئ 6 0t  أي 
11

6
t  . 

َعهًٍ 
11 11 11

2 ; 2 ;1
6 6 6

H
  

     
  

 أي 
1 11 17

; ;
6 3 6

H
 
 
 

. 

 والمستقٌم Dب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة  AB. 

لدٌنا  
2 2 2

1 11 17 354
3 5 3

6 3 6 6
DH

     
     
     

       وعلٌه   
354

;
6

d D AB DH . 

 .ABCDجـ ـ  احسب حجم رباعً الوجوه 

  حجم زتاعً انُجُي ٌعطى
1

3
  مساحح انقاعدج الازتفاع. 

فإنّ    
1

3
V ABCD S ABD d  حٍث ، d تعُد انىقطح ٌُ C عه انمستُي  ABD 

تما أنّ انمستقٍم  CD انمستُي ٌعامد  ABD  فإنّ انىقطحD انمسقظ انعمُدي نهىقطح ًٌ C عهى انمستُي 

 ABD أي d CD . 

َندٌىا     
2 221 2 1 6AB        ، 

22 21 3 7 59CD     . 

  َعهًٍ 
1 . 1 59 59

59
3 2 3 2 6

AB DH
V ABCD CD uv      . 

لتكن . 5  مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 28MB MA . 

 تنتمً إلى Cأ ـ التحقق أنّ النقطة  . 

CB لدٌنا  CD DB CD BD   
    

CD وإحداثٌات الشعاع  BD
 

 هً  1; 10;4 وعلٌه  1; 10;4CB 


   . 

إذن  
22 2 21 10 4 117CB      

CAولدٌنا   CD DA CD AD   
    

CD وإحداثٌات الشعاع  AD
 

 هً  0; 8;5 وعلٌه  0; 8;5CA 


. 

2إذن  0 64 25 89CA     2 وعلٌه 2 117 89 28CB CA    ًوبالتال  C . 

ب ـ تعٌٌن طبٌعة المجموعة  . 

2 2 28MB MA  معىاي    
2 2

28MC CB MC CA   
   

 ٌَكافئ 

2 2 2 22 . 2 . 28MC CB MC CB MC CA MC CA     
   

 ٌَكافئ   2 22 28MC CB CA CB CA   
  

 

َمعىاي  2 28 28MC CB AC  
  

. أي  0MC AB 
 

 َتانتانً   انمستُي انري ٌشمم ًٌ C ٌَكُن AB


 

شعاع واظمً نً ٌَرا انمستُي ٌُ  CDH. 

 :التمرٌن الثالث

لتكن  nuً0:  المتتالٌة المعرفة كما ٌلu e ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ،1n nu u . 

n ،1nu برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً.1 . 

0لدٌنا  1u  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1nuنفرض أنّ   1 ومنهnu  1 أي 1nu  ًوعلٌه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n، 

1nu . 
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 دراسة اتجاه تغٌر المتتالٌة .2 nu. 

1nuبما أنّ   ّ2  فإن

n nu u ومنه 
n nu u أي 

1n nu u  إذا المتتالٌة   nuمتناقصة . 

 .استنتتاج تقاربها
بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة1 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد . 

 لتكن المتتالٌة .3 nvًالمعرفة كما ٌل  : lnn nv u. 

أ ـ تبٌان أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 
1

2
1 1

1 1
ln ln ln ln

2 2
n n n n n nv u u u u v      ؛ إذن nv متتالٌة هندسٌة أساسها 

1

2
 وحدها الأوّل

0 0ln ln 1v u e  .  

ب ـ كتابة 
nv و 

nu بدلالة n  

0

1 1

2 2

n n

nv v
   

    
   

 ؛ 
1

2

n

nv

nu e e

 
 
  . 

حساب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

لدٌنا 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 ومنه 

1

2lim lim 1

n

n
n n

u e

 
 
 

 
 . 

 نضع .4
0 1 ...n nS v v v    و  

0 1 ...n nP u u u   . 

أ ـ حساب 
nS ثم 

nP بدلالة n. 

0 1 0

1
1

12
... 2 1

1 2
1

2

n

n

n nS v v v v

  
                     

 

 

0 0 11

1
2 1

2...

0 1 ... ...

n

nnv v v vv v

n nP u u u e e e e e

  
                  

 حتى ٌكون nب ـ تعٌٌن العدد الطبٌعً 
7

4
nP e. 

7

4
nP e  معناه  

1
72 1

2
4

n

e e

  
        ٌكافئ  

1 7
2 1

2 4

n  
      

 وٌكافئ 
1 7

1
2 8

n

 
  
 

  وٌكافئ  
1 1

2 8

n

 
 

 
  

أي 
3

1 1

2 2

n

   
   

   
3n وعلٌه  . 

 :التمرٌن الرابع

I -.1 الدّالة u معرّفة على المجال  0;بـ  :  3 4xu x e x e   . 

ر الدالة  ٌّ  .uأ ـ دراسة اتجاه تغ

 تقبل الإشتقاق على المجال uالدالة  0; ولدٌنا  ' 3xu x e . 

 ' 0u x  ً3 تعن 0xe   3 وتكافئxe  أي ln3x . 

 ' 0u x  ً3 تعن 0xe   3 وتكافئxe  أي ln3x . 
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 ' 0u x  ً3 تعن 0xe   0 وx  3 وتكافئxe  0 وx  0 أي ln3x . 

 متناقصة تماما على المجال uوبالتالً الدالة  0;ln3 ومتزاٌدة تماما على المجال  ln3;. 

 من المجال xب ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  0;،3 4xe e x  . 

 تقبل قٌمة حدٌة صغرى على المجال uلدٌنا الدالة  0; تأخذها عند ln3x ًوعلٌه من أجل كل عدد حقٌق xمن  

المجال  0; ،   ln3u x u ولدٌنا  ln3 0.99u ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  0;، 

   0u x  3 أي 4 0xe x e    ً3 وبالتال 4xe e x  . 

 معرّفة على المجال v الدالة 2. 0;بـ  :  3 23 4 1 lnv x x x x    . 

: أ ـ تبٌان أنّ  ' 1 0v  .) ٌزمش 'v إلى الدالة المشتقة للدالة v ( .

 تقثم الإشتقاق عهى انمجال vاندانح  0;َندٌىا  : 
3 2

2 1 9 8 1
' 9 8

x x
v x x x

x x

  
     

 
   

3 2
9 1 8 1 1

' 1 0v
x

  
  

 من المجال xب ـ إثبات أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،  0v x . 

 لدٌنا  
  23 2 1 9 19 8 1

'
x x xx x

v x
x x

     
  

29المعادلة  1 0x x   ًلاتقبل حلولا إذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  0; ،29 1 0x x   . 

 1 0 x 

 + + x 

        29 1x x   
 + 0    1x  
  0   +  'v x 

 متزاٌدة تماما على vالدالة  0;1 ومتناقصة تماما على  1; فهً تقبل قٌمة حدٌة عظمى على المجال  0;  

1xتبلغها من أجل  ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  0; ،   1v x v أي   0v x . 

 من المجال xجـ ـ استنتاج، أنّه من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،
2

1 ln
3 4

x
x

x

 
 . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،  0v x  3 معناه 23 4 1 ln 0x x x    معناه  

3 21 ln 3 4x x x   ٌكافئ 
3 2

2 2

1 ln 3 4

x x

x x x 
 أي 

2

1 ln
3 4

x

x
x

 
 . 

 من المجال x إثبات أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً 3. 0; :
2

1 ln
0x x

e e
x


  . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،
2

1 ln
3 4

x

x
x

 
  ٌكافئ  2

1
1 ln

3 4......
x

x
x 


 

 من المجال xولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ، 23 4......xe e x   وبجمع  1 و  2طرفا إلى طرف  

نجد 
2

1 ln
0x x

x
e e


  . 

II-الدّالة  f معرّفة على المجال  0;بـ  : 
lnx x

f x e ex
x

  . 

 fCالمنحنى الممثل للدالة f فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 
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: حساب1. 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

0

ln
lim

x

x

x


   ومنه  
0 0

ln
lim lim x

x x

x
f x e ex

x 
 

    . 

ln
lim 0

x

x

x
 و lim lim

x
x

x x

e
e ex x e

x 

 
     

 
 

ومنه  
ln

lim lim x

x x

x
f x e ex

x 
    . 

 متزاٌدة تماما على المجال f تبٌٌن أنّ الدّالة2. 0;راتها ٌّ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

 تقبل الإشتقاق على المجال fالدالة 0;ولدٌنا  :  2 2

1
ln

1 ln
' x x

x x
xxf x e e e e

x x

 


      

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; لدٌنا ،
2

1 ln
0x x

x
e e


   أي  ' 0f x   وبالتالً الدالة f متزاٌدة 

تماما على المجال  0;. 

 حساب 3. 1f و تمثٌل المنحنى ، fC على المجال 
5

0;
2

 
 
 

. 

 
حساب مساحة الحٌز المستوي المحدد بالمنحنى . 4 fC وحامل محور الفواصل والمستقٌمٌن الذٌن معادلتٌهما  

   
1

2
x  2 وx  .

           
1 2

1 2 2 22 2
1

1 1
2 1

2

1 1
ln ln

2 2 2 2

x xe e
A f x d x f x d x e x x e x x

   
            

   
  

   
2 2

2ln 2 ln 2
2

2 8 2 2 2

e e e
A e e e e e

       
                            

 

 

 
22 25

ln 2
8

A e e e ua
 

    
 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 

2 3 4-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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 :حل الموضوع الثانً
 

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  0;2; 1A  ، 0;0;1B، 0;0; 1C  

و  0;0;H h حٌث h عدد حقٌقً ٌنتمً إلى  1;1 . 

 تحدٌد معادلة دٌكارتٌة للمستوي 1/ hP المار من النقطة H والمتعامد مع المستقٌم  BC. 

لدٌنا  0;0; 2BC 


 شعاع ناظمً للمستوي  hP ومنه المستوي  hP 2 له معادلة من الشكل 0z d  ولدٌنا  

 hH P 2 معناه 0h d   2 أيd h 2 ومنه 2 0z h   0 وتكافئz h  وهً معادلة دٌكارتٌة  

للمستوي  hP . 

 كتابة تمثٍلا وسٍطٍا للمستقٍم / أ2/ AB. 

ندٌىا  0; 2;2AB 


 شعاع تُجًٍ نهمستقٍم  AB. 

   ; ;M x y z AB معىاي BM AB
 

 . حٍث 

َمىً   

0

2 ;

2 1

x

y

z

 






  
  

. 

تحدٌد المستقٍم / ب ABبمعادلتٍه دٌكارتٍتٍه . 

 

0

2 ;

2 1

x

y

z

 






  
  

  تكافئ  
0

1

x

y z




 
 ٌَُ تمثٍم دٌكازتً نهمستقٍم  AB. 

التحقق أن المستقٍم /  جـ AB ٌقطع المستوي  hP فً الىقطة  0;1 ;N h h. 

0Nzندٌىا  h h h    ًَمى  hN P. 

َندٌىا  0;1 ; 1BN h h 


 َمىً 
1

2

h
BN AB




 
 َمىً  N AB. 

إذن      hP AB N . 

/3   َ  ' ًمستقٍمان مه انفضاء معسّفان كما ٌه : 

         
1

:
0

x z

y

 
 


   َ         

2 2

' : 2 ;

2 1

x t

y t t

z t

  


  
   

 

 وقطتً تقاطع Q وP إحداثٍات hـ تعٍٍه بدلالة  hP مع كل من   و  'على الترتٌب . 

 P إحداثٍات hتعٍٍه بدلالة 

ندٌىا  P    معىاي  
1

0

P Px z

y

 



 

 hP P 0 معناهPz h  أي Pz h وعلٌه 

1

0

P

P

P

x h

y

z h

 



 

  أي  1 ;0;P h h .
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 Q إحداثٍات hتعٍٍه بدلالة 
 'Q   معىاي  2 2;2 ; 2 1Q t t t    

 hQ P 0 معناهQz h  2 وعلٌه 1 0t h    أي 
1

2

h
t


. 

إذن 
1 1 1

2 2;2 ; 2 1
2 2 2

h h h
Q
        
         

      
 أي  1;1 ;Q h h h . 

 . مستطٌلHPQN تبٌٌن أن الرباعً /أ 4/

لدٌنا  1 ;0;0HP h


 و  1 ;0;0NQ h


NQ ومنه  HP
 

. 

زٌادة على هذا لدٌنا  0;1 ;0HN h


. إذن  0HN HP 
 

 . مستطٌلHPQN ومنه الرباعً 

 ٌنتمً إلى المجال hنفرض أن / ب 1;1  

 . عدد ثابت ٌطلب تحدٌدهHPQNتبٌان أن محٌط المستطٌل

لدٌنا    
2 2

0 1 0 1 1HN h h h        ّ1 لأن 0h . 

و    
2 2

1 0 0 1 1HP h h h        ّ1 لأن 0h . 

 هو HPQNومنه محٌط المستطٌل   2 2 1 1 4p HP HN h h      . 

 :التمرٌن الثانً

نعتبر المتتالٌتٌن  nu و  nvالعددٌتٌن حٌث  :
1

2

n

nu
 

  
 

  و 
3

n

n
v


 ًونسم 

nM النقطة التً لاحقتها 
nz 

niv: حٌث

n nz u e 

1تبٌٌن أن المتتالٌة  ( أ nu هندسٌة و  nvحسابٌة ٌطلب تعٌٌن أساس وحساب الحد الأوّل لكل منهما . 

لدٌنا 
1

1

1 1 1 1

2 2 2 2

n n

n nu u





   
     
   

 إذن  nu متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 وحدها الأول 

0

0

1
1

2
u

 
  
 

. 

 
1

1

3 3 3 3
n n

n n
v v

   



     إذن  nv متتالٌة حسابٌة أساسها 

3


. 

م الأعداد الطبٌعٌة  (ب ٌّ  . تنتمً إلى محور الفواصلnM التً تكون من أجلها النقطة nتعٌٌن مجموعة ق

nM تنتمً إلى محور الفواصل معناه 
nz حقٌقً معناه  arg nz k ٌكافئ 

3

n
k


 3 أيn k مع k  

  

2 المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 .4cm وحدة الطول 

. 3M و 0M ،1M ،2Mعٌن لواحق النقط   (أ

0 0

0 0 1 1
iv iz u e e   ، 1 3

1 1

1 1 3

2 4 4

i
iv

z u e e i


    ، 2

2

3
2 2

1 1 3

4 8 8

i
iv

z u e e i


     

3

3 3

1 1

8 8

iv iz u e e    . 

1nحساب أطوال المثلث  (ب nOM M  بدلالة nu . 

 n n nOM z u  ، 1 1 1

1

2
n n n nOM z u u     ،  
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1 3 3
1 1 1

1 1
1

2 2

n
n n n n

i v i
iv iv iv iv

n n n n n n n n nM M z z u e u e u e u e u e e

 



 
 

 
  

 
        

 
 

1

1 1 3 3 3 3 3 3
1

2 2 2 4 4 4 4 2
n n niv iv iv

n n n n n nM M u e i u e i u e i u

     
             

    

 

طبٌعة المثلث  (جـ
1n nOM M 

. 

لدٌنا 

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1

3 1 3 1

2 2 4 4
n n n n n n n n nM M OM u u u u u OM 

   
         

  
 

حسب النظرٌة العكسٌة لفٌثاغورس فإن المثلث 
1n nOM M 

 قائم فً 
1nM 

. 

ٌمكن اتباع طرٌقة أخرى لتعٌٌن طبٌعة المثلث 
1n nOM M 

. 

1لدٌنا  3 3
1 1

1 1

2 2

n
n n

iv i
iv iv

n n n nz u e u e e u e
 




    3 أي
1

1

2

i

n nz e z


  1  ومنه 3
1

2

i
n

n

z
e

z



 . 

1وهذا ٌعنً أنّ   1

2

n

n

z

z

  1 وarg
3

n

n

z

z


 

 
 

  أي  

 

1

1

1

2

;
3

n

n

n n

OM

OM

OM OM










 


 
 

لدٌنا إذن  1

1
cos ; cos

3 2
n nOM OM


  

 
1 لكن  1

2

n

n

OM

OM

  إذن    1
1cos ; n

n n

n

OM
OM OM

OM


 

 
  وبالتالً 

المثلث 
1n nOM M 

  قائم الزاوٌة فً 
1nM 

 . لأن النسب المثلثٌة محققة فً هذا المثلث

3 نعتبر المتتالٌة  na1:  المعرفة بـn n na z z . 

أ ـ تبٌٌن أن  naمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأوّل  

n ،3لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1

2

i

n nz e z


  فٌكون  

3
1

3
2 1

1

2

1

2

i

n n

i

n n

z e z

z e z







 






 


  وبالطرح نجد 

 3 3 3
2 1 1 1

1 1 1

2 2 2

i i i

n n n n n nz z e z e z e z z
  

        وهذا ٌعنً أن  3
2 1 1

1

2

i

n n n nz z e z z


     

2ومنه  1 1

1

2
n n n nz z z z     1 أي

1

2
n na a  إذن  na متتالٌة هندسٌة أساسها 

1

2
  وحدها الأوّل

0 1 0 1 0a z z M M   0 لدٌنا 1OM  1 لكن

0

1

2

OM

OM
 1 أي 0

1 1

2 2
OM OM  0 وبما أنّ المثلث 1OM M 

2  فإنّ  1Mقائم فً  2

1 0 0 1

1 3
1

4 2
M M OM OM    . 

  مباشرة ولكن تعمدت حسابها بطرٌقة أخرى حتى ٌستفٌد الطالب من حساباته0aٌمكن حساب الحد الأول : ملاحظة هامة

 .السابقة وكٌفٌة توظٌفها

0: الطرٌقة المباشرة 1 0

1 3 3 3 3
1

4 4 4 4 2
a z z i i
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limب ـ حساب  n
n

a


. 

0لدٌنا 

1 3 1

2 4 2

n n

na a
   

    
   

  وبما أنّ 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 فإنّ 

3 1
lim lim 0

4 2

n

n
n n

a
 

 
  

 
. 

 
 :التمرٌن الثالث

 nu 1 متتالٌة هندسٌة متزاٌدة تماما حدّها الأوّلu وأساسها qحٌث : 

                            1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u





  

  
. 

 . 1u لهذه المتتالٌة واستنتج الحد الأوّل q والأساس 2u أ ـ حساب .1

2لدٌنا 

1 3 2u u u  ومنه  
1 2 3 216u u u   ً3 تعن

2 216u  أي 
2 6u . 

2لدٌنا 
1

6u
u

q q
  و 

3 2 6u qu q . 

1 2 32 32u u u   معناه 
6

12 6 32q
q
  بضرب طرفً المعادلة بالعدد q 26 نجد 12 6 32q q q   

26أي  20 6 0q q   3 بعد حساب الممٌز نجدq  أو 
1

3
q . 

من أجل 
1

3
q  3 نجد

1
6 2

3
u    مرفوض لأن المتتالٌة  nu 3 متزاٌدة وعلٌهq . 

 .n بدلالةnuب ـ كتابة عبارة الحد العام 

 
11

1 2 3
nn

nu u q
  

1:  حٌثn بدلالةnSجـ ـ حساب  2 ...n nS u u u    ؛ 

1

3 1 3 1
2 3 1

3 1 2

n n
n

nS u
    

      
   

 

728nS بحٌث ٌكون nتعٌٌن العدد الطبٌعً . 

728nS  3 معناه 1 728n   3 معناه 729n  ٌكافئ ln3 ln729n  وٌكافئ ln3 ln729n أي 

ln 729
6

ln3
n    

2. nv متتالٌة عددٌة معرّفة من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم nً1:  كما ٌل 2v  1 و

3

2
n n nv v u  . 

 .3v و 2vأ ـ حساب 

2 1 1

3
3 2 5

2
v v u     3 ؛ 2 2

3 3 27
5 6

2 2 2
v v u     . 

 :n نضع من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ب ـ
2

3
n

n

n

v
w

u
 . 

ـ تبٌٌن أنّ  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

1
1

1 1

3
2 22

3 3

n n
n

n

n n

v u
v

w
u u




 


    ولدٌنا   nu 3 متتالٌة هندسٌة أساسهاq  1 إذن 3n nu u  
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ومنه 
1

3 3
2 2 1 1 2 1 1 1 2 12 2

3 3 3 3 3 2 3 3 2 3 2 3 2

n n n
n n n n

n n

n n n n n n

v u v
u v v v

w w
u u u u u u



  
             

 
 

إذن  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

 ، n بدلالة nwجـ ـ كتابة 

0

1 1 1

2 3 2

n n

nw w
   

    
   

  

 .n بدلالة nvاستنتاج 

لدٌنا 
2

3
n

n

n

v
w

u
  ٌكافئ  

2

3
n n nv u w

 
  

 
 وٌكافئ  

1 1 2
2 3

3 2 3

n
n

nv
  

      

 أي  
1

1 1
3 4

2

n
n

nv


   

      

 

 :التمرٌن الرابع

I ـ نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ  :    21 2 xf x x e . 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

 .2cmوحدة الرسم . 

 . و  عند fحساب نهاٌتً الدالة. 1

    2 2 2lim lim 1 2 lim 2 2 0x x x

x x x
f x x e e xe

  
     ّ2  لأنlim 2 0x

x
e


 2 وlim 2 x

x
xe


. 

    2lim lim 1 2 x

x x
f x x e

 
    لأن  lim 1 2

x
x


   2 وlim x

x
e


 . 

حساب عبارة . 2 'f xًمن أجل كل عدد حقٌق xواستنتاج اتجاه تغٌر الدالة ،f. 

:  تقبل الإشتقاق على ولدٌناfالدالة   2 2 2' 2 2 1 2 4x x xf x e e x xe      

إشارة  'f x 4 هً من نفس إشارةx وبالتالً الدالة fمتزاٌدة تماما على  ;0 ومتناقصة تماما على  0;. 

ٌّرات الدالة. 3  .fجدول تغ

   0    x 

  0 +  'f x 

 1 

 
 0 

 

 f x 

 
 المعادلة حل فً . 4  0f x  و استنتاج نقط تقاطع  fCمع محور الفواصل . 

  0f x  معناه   21 2 0xx e  1 ٌكافئ 2 0x  

أي 
1

2
x  . وعلٌه   

1
;0

2
fC Ox A

  
    

  
. 

حساب . 5 1f ثم ارسم  fC. 

    2 21 1 2f e e    

 عدد حلول mالمناقشة حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً. 6
المعادلة    f x f m. 

إذا كان 
1

;
2

m
 

  
 

 فإن    ;0f m   ومنه 

(Cf)

2 3 4-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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 .المعادلة تقبل حلا واحدا موجبا

إذا كان  
1

;0 0 :
2

m
 

   
 

 فإن    0;1f m ومنه المعادلة تقبل حلٌن مختلفٌن فً الاشارة . 

0mإذا كان   فإن   1f m ومنه المعادلة تقبل حلا مضاعفا معدوما . 

:  المعرفة بـF بحٌث تكون الدالة b وaأ ـ تعٌٌن العددٌن الحقٌقٌٌن . 7    2xF x ax b e  دالة أصلٌة  

 . على f        للدالة

     2 2 2' 2 2 2x x xF x ae e ax b e a ax b      

2بالمطابقة نجد  2a   2 و 1a b  1 أيa   1 وb  وعلٌه     21 xF x x e  . 

 وبدلالة المساحة 2cmب ـ حساب بـ  S  للحٌز المستوي المحدد بالمنحنى  fCوالمستقٌمات التً معادلاتها : 

         0y  ، 
1

2
x  و x  حٌث 

1

2
  ، 

       
1 1

2 2
1

2
S f x dx F x F F


 

 
       

 
 

     2 21 1
1 1 1

2 2
S e e e e ua   

   
            
   

 

ومنه     2 21
4 1

2
S e e cm 

 
    

 
22  لأنّ  2ua cm . 

حساب  lim S





. 

لدٌنا   2 2 2lim 1 lim 0e e e  

 
 

 
      ومنه     21

lim lim 4 1 2
2

S e e e

 
 

 

 
     

 
 

II نسمً  ـnf المشتقة  من الرتبة n حٌث nعدد طبٌعً غٌر معدوم . 

 ، من nبرهان بالتراجع أنّه من أجل كل . 1    22 1 2n n xf x n x e  . 

لدٌنا    1 1 2 22 1 1 2 4x xf x x e xe     1 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أنّ     22 1 2n n xf x n x e   من أجل عدد غٌر معدوم n ّونبرهن أن  

    1 1 22 1 1 2n n xf x n x e     أي نبرهن    1 1 22 2n n xf x n x e   . 

            
'

1 2 22 2 2 1 2
n n n x xf x f x e e n x
       

 
 

     1 22 2 1 1 2
n n xf x e n x


       

     1 1 22 2
n n xf x n x e
    

n ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم       22 1 2
n n xf x n x e  . 

نرمز بـ. 2 nC للمنحنى الممثل للدالة nf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

   ولتكن النقطة  ;n n nM x y من  nC والتً ٌقبل عندها  nCمماسا ٌوازي حامل محور الفواصل . 

 ، n بدلالة nx و nyأ ـ حساب 

 nC ٌقبل مماسا عند النقطة  ;n n nM x y ٌوازي حامل محور الفواصل معناه    1
0

n

nf x


 وٌكافئ   
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  212 2 0nxn

nn x e    2 وعلٌه 0nn x   أي 
2

n

n
x   و 

 
2 1 2

2 2

n n n

n

n n
y f n e     

         
    

 أي 
2

n

ny
e

 
  
 

. 

 نقطة من المنحنى nMالتحقّق أنّ  C الذي معادلته 
2

4

x

x

e
y . 

لدٌنا   
2

2

n

n

n

n
x

y
e


 




      

  معناه  

2

2

n

n

n

n x

y
e

 

  

  
 

 و منه 
2

2 nx

ny
e



 
  
 

  إذن  
2 2 2

2 2

2

2 4

n n n

n n n

x x x

n x x x

e e
y

e




   

 نقطة من المنحنى nMوبالتالً  C الذي معادلته 
2

4

x

x

e
y . 

ب ـ إثبات أنّ  nx ،متتالٌة حسابٌة  

1

1 1

2 2 2
n n

n n
x x

 
     إذن  nx متتالٌة حسابٌة أساسها 

1

2
. 

 .حساب نهاٌتها

lim lim
2

n
n n

n
x

 


   

جـ ـ إثبات أنّ  ny ،متتالٌة هندسٌة  
1

1

2 2 2 2
n n

n ny y
e e e e





   
     
   

 إذن  ny متتالٌة هندسٌة أساسها 
2

e
. 

 .حساب نهاٌتها

لدٌنا 
2

lim lim 0

n

n
n n

y
e 

 
  

 
 لأن 

2
1 1

e
  . 

 
 




