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 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن

 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالفً الفضاء  ; , ,O i j k
  

 :، نعتبر النقطتٌن

  2; 5;4A و  3; 4;6B   

 والمستقٌم  ًالمعرف بالتمثٌل الوسٌطً التال :  
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 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم ( أ- 1 D المار من النقطتٌن  AوB. 

 ادرس الوضع النسبً للمستقٌمٌن(    ب و  D. 

2-
  P المستوي الذي ٌشمل D وٌوازي  . 

   ـ برهن أنّ  3;1; 2n 


 شعاع ناظمً للمستوي  Pٌّن معادلة دٌكارتٌة للمستوي ؛ ثمّ ع P. 

3- M  نقطة كٌفٌة من و N نقطة كٌفٌة من  D. 

ٌّن إحداثٌات النقطتٌن  (     أ  بحٌث ٌكون المستقٌم N وM ع MNعمودٌا على كل من  و  D. 

 احُسب المسافة بٌن نقطة كٌفٌة من (     ب  والمستوي  P        . 

 :التمرٌن الثانً

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

راخ  C و A ،B نعتبر النقط 

Az: اللاحماخ i  ، Bz i َ 4Cz i على التشتٍة . 

z ، مه المضتُي لاحمتٍا Mوشفك تكل ومطح. 1 z i  الىمطح 'M لاحمتٍا 'zحٍث  :
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ٌّن    أ ـ ع Eمجموعة النقط M من المستوي بحٌث ٌكون 'zتخٌلٌا صرفا . 

ٌّن   ب ـ ع 'Eمجموعة النقط M بحٌث ٌكون 'zحقٌقٌا . 

ٌّن أنه، إذا كان . 2 Mأ ـ ب A ّفإن '
CM

OM
AM

. 

 تنتمً إلى مستقٌم M تنتمً إلى الدائرة المثلثٌة فإنM'   ب ـ استنتج أنّه إذا كانت  ٌُطلب تعٌٌنه  . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد مركب.3 ؛i ٌختلف عنzأـ ب  ' 3z i z i   واستنتج أن '. 3BM AM  

ٌّن أنّه إذا كانت  تنتمً إلى الدائرة M  ب ـ ب Cالتً مركزها A فإنّ 3 ونصف قطرها  'Mتىتمً إلى  

        دائشج  'Cٌطلة تعٍٍه مشكزٌا َوصف لطشٌا . 
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 : التمرٌن الثالث

لتكن. 1 nuالمتتالٌة العددٌة المعرفة على 0:  بـ

3

2
u ًومن أجل كل عدد طبٌع n  ، 

       1 1 1n nu u        

n :1    أ ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

ٌّن أنّ المتتالٌة      ب ـ ب nuمتزاٌدة ، ثمّ استنتج أنها متقاربة . 

لتكن المتتالٌة . 2 nv المعرفة على ًكما ٌل  : ln 1n nv u  

ٌّن أنّ      أ ـ ب nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

    ب ـ اكتب كلا من
nvو  

nu بدلالة n ثم احسب ،lim n
n

u


. 

n :    جـ ـ نضع من أجل كل عدد طبٌعً     1 1 ... 1n n n nP u u u       

lim، ثمّ احسب n بدلالة nP       ـ اكتب  n
n

P


. 

 :التمرٌن الرابع

Iـ g الدّالة المعرّفة على بـ  :   21 bxg x ax e ؛ gC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  

 ; ,O i j
 

 ، T مماس  gC فً النقطة ذات 

 . 0الفاصلة 

 تمشاءج تٍاوٍح عٍهّ .1 1g  ، 0g َ  ' 0g. 

اكتة معادلح للمماس . 2 T. 

 :تاصتعماا المعطٍاخ الضاتمح تٍهّ أنّ . 3

   21 xg x x e   

II ـf الذّالح المعشّفح على ًكما ٌل : 

   
2

1 xf x x e   َ  fC  ًتمثٌلها البٌانً ف

معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

 

 احسب .1 lim
x

f x


ٌّن أنّ  وب lim 0
x

f x


 

x ، أ ـ تٍهّ أوً مه أجل كل عذد حمٍمً .2   'f x g x  

 .، ثمّ شكل جذَا تغٍشّاتٍاf    ب ـ اصتىتج اتجاي تغٍشّ الذالح 

أ ـ عٍهّ دَن حضاب . 3
 

0

1
lim
x

f x

x


 . َفضّش الىتٍجح ٌىذصٍا

    ب ـ اكتة معادلح   مماس  fC 0 عىذ الىمطح راخ الفاصلح. 

    ج ـ اسصم   َ  fC. 

، حتى تمثل المعادلح mعٍه تٍاوٍا، لٍمّ الُصٍظ الحمٍمً. 4  1f x mx حلا َحٍذا . 

III ـh الذالح العذدٌح المعشّفح على تـ  :   2h x f x. 

 .h     أ ـ تاصتعماا مشتمح مشكة دالتٍه ، عٍهّ اتجاي تغٍش الذالح 

 .h     ب ـ شكل جذَا تغٍشّاخ الذّالح 

(T)
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 :انموضوع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

:  نعتبر النقط 0;0;2A ، 0;0; 4B ، 

 5;0;1C ، 5;0; 3D  و  0;0; 1E ؛ ولٌكن S سطح الكرة الذي مركزه E 3 ونصف قطره. 

1 ٌّن أنّ النقط ٌّن مستوٌاC و A ،B أ ـ ب  . تع

 . تنتمً إلى نفس المستوي ؟ برّرD و A ،B ، C     ب ـ هل النقط 

    ج ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

2 أ ـ اكتب المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  S ثمّ تحقق أنّ النقط ، A ،B ، C و D ًإلى تىتم  S. 

      ب ـ عٍهّ ومظ تماطع  Sمع محاَس الإحذاثٍاخ . 

3 ًادسس حضة لٍمّ العذد الحمٍم  الُضع الىضثً للضطح  S َالمضتُي  P رَ المعادلح z . 

4 عٍهّ مشكز َوصف لطش الذائشج ممطع صطح الكشج  S تالمضتُي  2P. 

 :انتمرٌه انثاوً

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على ً0:  كما ٌل 14u  و من أجل n :1 5 6n nu u  . 

1  احسب 
1u ،

2u ،
3u ،

4u. 

  ؟ nu      ماذا تخمن بالنسبة إلى الرقمٌن الأخٌرٌن للعدد 

2 ًبرهن أنه من أجل كل عدد طبٌع n :2 4n nu u   ًواستنتج أنه من أجل كل عدد طبٌع ، k : 

     2 2 4ku   2:   و أن 1 0 4ku    .  

3 ًبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n :22 5 3n

nu   واستنتج أنه من أجل ،nفإن    : 

     2 28 100nu    

4 عٌن رقمً الآحاد و العشرات للعددnu و ذلك حسب قٌم n. 

5 برهن أن  1,n nPGCD u u ثابت ثم عٌن قٌمته . 

 :التمرٌن الثالث

 المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس فً ; ,O u v
 

  وعتثش الىمطتٍه2cm وحدة الرسم 

 A َ B 3 َ 1 صُستً العذدٌه 2iعلى التشتٍة  

  راخ M'   إلى الىمطح z َلاحمتٍا  A تختلف عه M  التحٌُل الىمطً التً ٌحُا الىمطح  fَوضمً  

:   حٍثz' اللاحمح 
1 2

'
1

z i
z

z

 


 
 

1احسب لاحقتً النقطتٌن 'O،'Bصورتً النقطتٌن O،B  على الترتٌب بالتحوٌل f  ثم أنشئ ، 

    A،'O،Bو 'B 

21من أجل كل عدد مركب  ( أz  ؛ احسب الجداء  ' 1 1z z .
 

 : فإنA تختلف عنMبٌن أنه مهما تكن النقطة (    ب   ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

  و

        . ' 2AM AM      

3  بٌن أنه إذا كانت M تنتمً إلى الدائرة  Cالتً مركزها Aوتشمل O فإنّ النقطة  'M تنتمً إلى  

     دائرة  'Cٌُطلب إٌجاد مركزها ونصف قطرها   . 
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4 أ ـ احسب قٌسا للزاوٌة الموجهة  ;u AB


. 

    ب ـ لٌكن  dنصف المستقٌم المفتوح الذي حدّه النقطة  Aو ٌشمل B  بٌن أنه إذا كانت النقطة ،M  

 تنتمً إلىA         التً تختلف عن  d فإن  'Mتنتمً إلى نصف مستقٌم ٌطلب تحدٌده . 

 النقطة التً تنتمً إلى E   ج ـ نسمً   C d ما هو موضع النقطة ،'Eصورة النقطة E  بالتحوٌل f  

 :التمرٌن الرابع

I- g  الذالح المعشّفح على ًٌ ًكما ٌل :  2 xg x xe  

ٌّرات الدالة . 1 ٌّراتهاgادرس تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة . 2 ب  0g x تقبل حلا وحٌدا   على  ّ0.8: ، ثمّ تحمكّ أن 0.9 . 

xعٍهّ، حضة لٍمّ. 3  إشاسج   g x. 

II- f  هً الدالة المعرّفة على ًكما ٌل : 
2 2

2x

x
f x

e





  

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

: تٍهّ أنّ . 1 lim 0
x

f x


ثمّ فسّر النتٌجة هندسٌا ،. 

 احسب(أ. 2 lim
x

f x


. 

ٌّن أنّ المستقٌم (ب      ب ' 1 ذا المعادلةy x  مستقٌم مقارب للمنحنى ، fC. 

ادرس وضعٌة . 3 fC  بالنسبة إلى كل من 'و   حٌث ،  هو المستقٌم ذو المعادلة y x. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (أ. 4 x، ب 
 

2

2
'

( 2)x

g x
f x

e



ٌّر الدّالة  .f، ثمّ استنتج اتجاه تغ

ٌّن أنّ  (ب     : ب f  ٌّرات الدالة  .f، ثمّ شكّل جدول تغ

 ارسم .5 ،  'و  fC. 

ٌّم الوسٌط الحقٌقً . 6   ، عدد حلول المعادلةmناقش بٌانٌا، حسب ق   f x f m. 

III- nU على  العددٌة المعرفة هً المتتالٌةً0: كما ٌل 0U  ًومن أجل كل عدد طبٌع n: 1n nU f U   

     1 ًبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n ، 0 nU  . 

    2 باستعمال  و  fCمثل على محور الفواصل الحدود :
0U ،

1U و 
2U ٌّر ، ثمّ خمّن اتجاه تغ nU 

    3 برهن أنّ المتتالٌة  nUمتقاربة، ثمّ احسب نهاٌتها . 
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 :حل الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالفً الفضاء  ; , ,O i j k
  

 :، نعتبر النقطتٌن

  2; 5;4A و  3; 4;6B   

 والمستقٌم  ًالمعرف بالتمثٌل الوسٌطً التال :  

1

2

4

x t

y t t

z t







 

  

 

 

 كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم ( أ- 1 D المار من النقطتٌن  AوB. 

لدٌنا  1;1;2AB


 شعاع توجٌه للمستقٌم  D. 

   ; ;M x y z D معناه AM AB
 

 . عدد حقٌقً حٌث 

ومنه  

2

5

4 2

x

y

z



 



 


   
  

 

 دراسة الوضع النسبً للمستقٌمٌن(ب و  D. 

لدٌنا  1;1;2AB


 شعاع توجٌه للمستقٌم  D و  1; 1;1u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

و 
1 1

1 1



AB إذن الشعاعان 


u و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستقٌمان  و  Dغٌر متوازٌٌن . 

ندرس تقاطع  و  D. 

 من الأعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة  و tندرس وجود ثنائٌة 

 

 

 

1 2 ........ 1

2 5 ..... 2

4 4 2 ..... 3

t

t

t







   


   


  

 

بجمع  1 و  2 3 نجد 3 2   3 ومنه  وبالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

1 5

2 2

4 10

t

t

t

 


  
  

 

ومنه 

4

4

6

t

t

t





 

 وهذا مستحٌل إذن   و Dغٌر متقاطعٌن وبالتالً فهما لٌسا من نفس المستوي  

2-
  P

 
المستوي الذي ٌشمل  D وٌوازي  . 

ـ تبٌٌن أنّ  3;1; 2n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P ؛ 

ABلدٌنا 


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي  Pوهما وغٌر مرتبطٌن خطٌا . 

.ولدٌنا  3 1 1 1 2 2 0n AB       
 

. و  3 1 1 1 2 1 0n u       
 

 

nومنه الشعاع 


AB عمودي على كل من الشعاعٌن 


u و 


n أي الشعاع 


 ناظمً للمستوي P. 
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تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي P. 

المستوي P 3 له معادلة من الشكل 2 0x y z d    ولدٌنا  A P ً6 تعن 5 8 0d    

7dأي   3 وعلٌه 2 7 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

3- M  نقطة كٌفٌة من و N نقطة كٌفٌة من  D. 

 بحٌث ٌكون المستقٌم N وM تعٌٌن إحداثٌات النقطتٌن (أ MNعمودٌا على كل من  و  D. 

لدٌنا  1 ;2 ;4M t t t   و  2 ; 5 ;4 2N       ومنه  1 ; 7 ;2MN t t t       


 

 MN عمودي على   ٌكافئ . 0MN u 
 

 وٌكافئ      1 1 1 7 1 2 0t t t           

2أي  3 8 0t   . 

 MN عمودي على  D ٌكافئ . 0MN AB 
 

 وٌكافئ      1 1 1 7 2 2 0t t t           

6ومنه  2 6 0t    3 أي 3 0t   . 

حصل على الجملة نإذن 
2 3 8 0

3 3 0

t

t





  


  
 تكافئ 

2 3 8 0

9 3 9 0

t

t





  

   

7 بجمع المعادلتٌن نجد  17 0   

أي 
17

7
  وبالتعوٌض نجد 

51
3 0

7
t   أي 

30

7
t  

وعلٌه 
30 30 30

1 ;2 ;4
7 7 7

M
 
   

 
 أي  

37 16 58
; ;

7 7 7
M

 
 
 

 

و 
17 17 17

2 ; 5 ;4 2
7 7 7

N
  

      
  

 أي 
31 18 62

; ;
7 7 7

N
 

 
 

. 

 حساب المسافة بٌن نقطة كٌفٌة من (ب  والمستوي  P       .

  
     3 1 2 2 4 7 4 2 14

;
79 1 4 14

t t t
d M P

     
  

 
   

 :التمرٌن الثانً

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

راخ  C و A ،B نعتبر النقط 

Az: اللاحماخ i  ، Bz i َ 4Cz i على التشتٍة . 

z ، مه المضتُي لاحمتٍا Mوشفك تكل ومطح. 1 z i  الىمطح 'M لاحمتٍا 'zحٍث  :
4

'
iz

z
z i





 

أ ـ تعٌٌن  Eمجموعة النقط M من المستوي بحٌث ٌكون 'zتخٌلٌا صرفا . 

لدٌنا 
   44

' C

A

i z zi z iiz
z

z i z i z z


  

  
 ومنه 

   arg ' arg arg ;
2

C

A

z z
z i AM CM

z z

 
    

 

 
  

'z تخٌلٌا صرفا معناه ' 0z  أي Cz z أو  arg '
2

z k


  و z i  

 M E معناه M C أو  ;
2 2

AM CM k
 

  
 

M و  A. 
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Mأي  C أو  ;AM CM k
 

M و  A. 

 فً اصتمامٍح إرن M و A ،Cبالتالً النقط  E هً المستقٌم  AC باستثناء النقطة A. 

 ب ـ تعٌٌن  'Eمجموعة النقط M بحٌث ٌكون 'zحقٌقٌا . 

'z  حقٌقٌا معناه' 0z  أي 
Cz z أو  arg 'z k و z i  

 'M E معناه M C أو  ;
2

AM CM k


 
 

M و  A. 

Mأي  C أو  ;
2

AM CM k


  
 

M و  A. 

 إرن 'E هً الدائرة التً قطرها  AC باستثناء النقطة A. 

Mأ ـ تبٌٌن أنه، إذا كان . 2 A ّفإن '
CM

OM
AM

. 

 
' C

A

i z z
z

z z





 معناه 

 
' C

A

i z z
z

z z





' وٌكافئ  C

A

i z z
z

z z





' أي 

CM
OM

AM
 

 تنتمً إلى مستقٌم M تنتمً إلى الدائرة المثلثٌة فإنM'ب ـ استنتاج أنّه إذا كانت ٌُطلب تعٌٌنه  . 

'M تنتمً إلى الدائرة المثلثٌة معناه ' 1OM  1 ومنه
CM

AM
 أي AM CMًوبالتال Mتنتمً إلى  

المستقٌم   محور القطعة  AC. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد مركب.3 z،أـ ب z i ؛   ' 3z i z i     

لدٌنا 
4 4 1 3

'
iz iz iz

z i i
z i z i z i

    
    

  
 ومنه   ' 3z i z i   . 

.'استنتاج أن  3BM AM  
لدٌنا   ' 3z i z i    معناه   ' 3z i z i   وٌكافئ ' 3z i z i    أي 

'. 3BM AM  

 تنتمً إلى الدائرة Mب ـ تبٌٌن أنّه إذا كانت Cالتً مركزها A فإنّ 3 ونصف قطرها  'Mتىتمً إنى  

      دائرج  'Cٌطهة تعٍٍه مركزٌا ووصف قطرٌا . 

 M C 3 معناهAM  ومنه ' 3 3BM   أي ' 1BM  ًوبالتال 'M تىتمً إلى الذائشج  'C 

 .1 َطُا وصف لطشٌا Bالتً مشكزٌا 
 : التمرٌن الثالث

لتكن. 1 nuالمتتالٌة العددٌة المعرفة على 0:  بـ

3

2
u ًومن أجل كل عدد طبٌع n  ، 

       1 1 1n nu u        

n :1أ ـ برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

01لدٌنا  2u إذن خاصٌة الإبتداء صحٌحة . 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن 

1نفرض أنّ  2nu  0 ومنه 1 1nu   0 ومعناه 1 1nu   (  لأن الدالة الجذر متزاٌدة تماما) 
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0وٌكافئ  1 1 1 1 1nu      أي 
11 2nu   

n :1إذن حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل  2nu . 

ب ـ تبٌٌن أنّ المتتالٌة  nu متزاٌدة  . 

 1 1 1 1 1n n n n n nu u u u u u          

   

 
1

1 1 1 1

1 1

n n n n

n n

n n

u u u u
u u

u u


        
    

  
 

 

 

    
 

2

1

1 1 11 1

1 1 1 1

n nn n

n n

n n n n

u uu u
u u

u u u u


    
  

     
 

  

 
1

1 2

1 1

n n

n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
 

n ،1لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  2nu  

1ومنه  0nu   1 و 0nu   1 أي 1 0n nu u    

2nuولدٌنا   2 معناهnu   2 أي 0nu   إذن   1 2 0n nu u    

وعلٌه 
  

 

1 2
0

1 1

n n

n n

u u

u u

  


  
1 أي  0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

 .استنتاج أنها متقاربة

بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة4 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد   . 

المتتالٌة : تنبٌه nu لأن هذه المبرهنة لاتسمح لنا بمعرفة نهاٌة المتتالٌة4 لٌست بالضرورة متقاربة نحو العدد  

لتكن المتتالٌة . 2 nv المعرفة على ًكما ٌل  : ln 1n nv u  

أ ـ تبٌٌن أنّ  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

         
1

2
1 1

1 1
ln 1 ln 1 1 1 ln 1 ln 1 ln 1

2 2
n n n n n n nv u u u u u v              

إذن nv متتالٌة هندسٌة أساسها  
1

2
  وحدها الأوّل  0 0

3 1
ln 1 ln 1 ln

2 2
v u

   
       

   
 

 ، n بدلالة nu  وnvب ـ كتابة كلا من

1
ln 2

2

n

nv
 

   
 

  

 .n بدلالة nuكتابة

لدٌنا  ln 1n nv u  1 معناه nv

nu e  1 أيnv

nu e  

وعلٌه 

1

2
1

1 1 1
ln ln 2

2 2 2 1
1 1 1

2

n n
n

nu e e

 
 
 

 
     
     
     

      
 
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limحساب  n
n

u


. 

لدٌنا 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 ومنه 

1

2

0

1 1
lim lim 1

2 2

n

t

n t

 
 
 

 

   
    

   
 

وعلٌه 

1

21
lim lim 1 2

2

n

n
n n

u

 
 
 

 

 
   

 
 

n :جـ ـ نضع من أجل كل عدد طبٌعً     0 11 1 ... 1n nP u u u      
 

ـ كتابة 
nP بدلالة n ثمّ احسب ،lim n

n
P


. 

1لدٌنا   nv

nu e  

      0 0 11 ...

0 11 1 ... 1 ... nnv v v vv v

n nP u u u e e e e
  

            

بما أن  nv ّمتتالٌة هندسٌة فإن  : 

 

1 1

1

0 1 0

1 1
1 1

12 2
... ln 2 2ln 2 1

1 1 2
1

2 2

n n

n

nv v v v

 



      
                                 

   
   

 

                                                           
1

1
ln 4 1

2

n  
      

 

إذن  
 

1
1

ln 4 1
2

n

nP e

  
      

 
1

1
ln 4 1

2 ln 4lim lim 4

n

n
n n

P e e

  
     

 
   ّلأن   

1
1

lim 0
2

n

n





 
 

 
 

 :التمرٌن الرابع

Iـ g الدّالة المعرّفة على بـ  :   21 bxg x ax e ؛ gC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  

 ; ,O i j
 

 ، T مماس  gC فً النقطة ذات 

 . 0الفاصلة 

 تعٍٍه .1 1g  ، 0g و  ' 0g. 

 1 0g   ، 0 1g  

 ' 0g معامل تُجًٍ المماس ٌُ  T. 

 
1 0

' 0 1
0 1

g


  


 

كتاتح معادنح نهمماس . 2 T. 

    ' 0 0 0y g x g   ًَمى  

(T)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 1 0 1y x    1 أيy x   

 :تاصتعماا المعطٍاخ الضاتمح تثٍٍه أنّ . 3

   21 xg x x e  
 

لذٌىا  1 0g   معىاي  1 0ba e   1 ٌَكافئ 0a  1 أيa   

َمىً    21 bxg x x e  

:  َلذٌىا تمثل الإشتماق على gالذالح      2 2' 2 1 2bx bx bxg x xe be x e bx x b        

 ' 0 1g   معىاي  0 0 2 0 1be b b        1 أيb   

َعلًٍ    21 xg x x e  . 

II ـf الذّالح المعشّفح على ًكما ٌل : 

   
2

1 xf x x e   َ  fC  تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j
 

 

 حساب .1 lim
x

f x
 

لدٌنا  
2

lim 1
x

x


   و lim x

x
e 


  ومنه    

2
lim lim 1 x

x x
f x x e 

 
   

 
تبٌٌن أنّ  lim 0

x
f x




 

   
2

2 1
lim lim 2 1 lim 2 0x

x x xx x x

x x
f x x x e

e e e



  

 
       

 
 

x ، أ ـ تثٍٍه أوً مه أجم كم عذد حقٍقً.2   'f x g x  

           
2

' 2 1 1 1 2 1 1 1x x x xf x x e e x e x x e x x              

                                                                              2' 1xf x e x g x   

 ، fب ـ اصتىتاج اتجاي تغٍرّ انذانح 

إشاسج  g xًمه الثٍان كالتال : 

 1 1  x 
  0       +0   g x 

 متىالصح تماما على كل مه المجالٍه fَتالتالً الذالح ; 1  َ  1; َمتزاٌذج تماما على المجاا  1;1
 

 .fجذول تغٍرّاخ انذانح 

 1 1  x 
  0       +0   'f x 

  
4

e
  

 

 

0          0     

 

 f x
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أ ـ تعٍٍه دون حضاب . 3
 

0

1
lim
x

f x

x


 . وفضّر انىتٍجح ٌىذصٍا

 : َلذٌىا0 َتالإخص عىذ  تمثل الإشتماق على fالذالح 

     
   

0 0

1 0
lim lim ' 0 ' 0 1

0x x

f x f x f
f g

x x 

 
   


 َتفضٍش ٌزا تٍاوٍا َجُد مماس للمىحىى fC  

عىذ الىمطح  0;1A 1 معامل تُجًٍٍ ٌضاَي. 

ب ـ كتاتح معادنح   مماس  fC عىذ انىقطح 

 .0راخ انفاصهح 

    ' 0 0 0y f x f   ًَمى 

 1 0 1y x   1 أيy x . 

ج ـ رصم   و  fC. 

، حتى mتعٍٍه تٍاوٍا، قٍمّ انوصٍط انحقٍقً. 4

تقثم انمعادنح   1f x mx حلا وحٍذا . 

1mإرا كان  المعادلح تمثل حلا َاحذا معذَما  

III ـh الذالح العذدٌح المعشّفح على تـ  :

   2h x f x. 

أ ـ تاصتعماا مشتمح مشكة دالتٍه، عٍهّ اتجاي تغٍش 

 .hالذالح 

:  َلذٌىا تمثل الإشتماق على hالذالح 

        
2 22 4 2 2' 2 ' 2 1 2 1 1x xh x xf x x x e x x x e       

x ،مه أجل كل عذد حمٍمً  
222 1 0xx e   َمىً إشاسج  'h x وفش إشاسج ًٌ  21x x 

 1 0 1  x 

 +                      +     0        x 
    0 +       +            0 21 x 
  0 +   0   0 +  'h x 

 متزاٌذج تماما على كل مه hالذالح  ; 1  َ  0;1 َمتىالصح تماما على كل مه  1;0 َ  1;. 

 .hب ـ جذول تغٍرّاخ انذّانح 

 1 0              1  x 

    0     0      0  'h x 

 
4

e
 

4

e
 

 

0        1  0 

 

 h x 

 

 

 

 

(Cf)
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2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y



مصطفاي عثذ انعزٌز :                                                       إعذاد انخامش عشروعانحم انمفصم نهموض

 . تقىً رٌاضً+ رٌاضٍاخ : انشعثح

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

12 

                          aziz_mus1@hotmail.fr  سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :انموضوع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

:  نعتبر النقط 0;0;2A ، 0;0; 4B ، 

 5;0;1C ، 5;0; 3D  و  0;0; 1E ؛ ولٌكن S سطح الكرة الذي مركزه E 3 ونصف قطره. 

1 أ ـ تبٌٌن أنّ النقط A ،B و Cٌّن مستوٌا  . تع

 0;0; 6AB 


 ، 5;0; 1AC 


AB بحٌث k لاٌوجد عدد حقٌقً k AC
 

AB ومنه الشعاعان 


AC و


 

ٌّن مستوٌاC و A ،Bغٌر مرتبطٌن خطٌا أي النقط   . تع
 . تنتمً إلى نفس المستوي ؟ برّرD و A ،B ، C ب ـ هل النقط  

  بحٌث  و  تنتمً إلى نفس المستوي معناه ٌوجد عددان حقٌقٌان D و A ،B ، C النقط  

AD AB AC  
  

. 

ABإحداثٌات الشعاع  AC 
 

 هً  5 ;0; 6    و  5;0 5AD 


 

لدٌنا إذن 

5 5

0 0

5 6



 

 



   


 ٌكافئ  

1

0 0

2

3






 




 


 وعلٌه  
2

, ,1
3

 
 

  
 

  

 . تنتمً إلى نفس المستويD و A ،B ، C وبالتالً النقط  
 . لها نفس الترتٌبة فهً تنتمً إلى نفس المستويD و A ،B ، C ٌمكن ملاحظة أن النقط  : ملاحظة

ج ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

0y إرن فًٍ تىتمً للمضتُي الزي معادلتً 0لٍا وفش التشتٍثح  A ،B ، Cلدٌنا النقط   0 أيy  معادلح  

دٌكاستٍح للمضتُي  ABC. 

2 أ ـ كتابة المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  S ثمّ تحقق أنّ النقط ، A ،B ، C و D ًإنى تىتم  S. 

لتكه  ; ;M x y zومطح مه الفضاء . 

 M S 3 معىايEM  ٌَكافئ      
2 2 2

0 0 1 3x y z      أي  
22 2 1 9x y z    

2َعلًٍ  2 2 2 8 0x y z z     المعادلح الذٌكاستٍح لـ ًٌ  S. 

ب ـ تعٍٍه وقط تقاطع  Sمع محاور الإحذاثٍاخ . 

 .مع محور انفواصم

لتكه  ; ;M x y zومطح مه الفضاء . 

 M Ox معىاي  ;0;0M x 

   M S Ox  ً2 ٌعى 8 0x   8 أيx  َ8 أx   

َعلًٍ         8;0;0 , ' 8;0;0S Ox I I  
 

 .مع محور انتراتٍة

 M Oy معىاي  0; ;0M y 

   M S Oy  ً2 ٌعى 8 0y   8 أيy  َ8 أy   
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َعلًٍ         0; 8;0 , ' 0; 8;0S Oy H H   

 .مع محور انرواقم

 M Oz معىاي  0;0;M z 

   M S Oz  ً2 ٌعى 2 8 0z z   ٌَكافئ  
2

1 9z   ً1 َمى 3z   َ1 أ 3z    

2zأي   َ4 أz  . 

َعلًٍ         0;0;2 , ' 0;0; 4S Oz F F  . 

3 ًدراصح حضة قٍمّ انعذد انحقٍق  انوضع انىضثً نهضطح  S وانمضتوي  P رو انمعادنح z . 

لذٌىا   
1

; 1
1

d E P




 
   

1إرا كان  3  1 أي 3  َ1 أ 3   2 أي  َ4 أ   

فإن  P ٌمش صطح الكشج  S. 

1إرا كان  3  1 أي 3  َ1 أ 3   2 أي  َ4 أ   

فإنّ    P S  . 

1إرا كان  3  3 أي 1 3    4 أي 2   

فإن  P ٌمطع  S فً دائشج مشكزٌا  ' 0;0;E  المضمظ العمُدي للىمطح E على المضتُي  P. 

 حٍث rَوصف لطشٌا  
22 2 23 1 9 2 1 2 8r                

4 تعٍٍه مركز ووصف قطر انذائرج مقطع صطح انكرج  S تانمضتوي  2P
. 

حضة ما صثك إحذاثٍاخ مشكز الذائشج ًٌ  0;0; 2 َوصف لطشٌا    
2

2 2 2 8 8r        

 :انتمرٌه انثاوً

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على ً0:  كما ٌل 14u  و من أجل n :1 5 6n nu u  . 

1 1 حسابu ،2u ،3u ،4u. 

1 05 6 64u u   

2 15 6 314u u   

3 25 6 1564u u   

4 35 6 7814u u   

  ؟ nuتخمٌن الرقمٌن الأخٌرٌن للعدد

 .4 و 1 وإذا كان فردٌا 4 و 6 هما nu زوجٌا فإن آخر رقمٌن للعددnإذا كان : ٌمكن وضع التخمٌن التالً

2 ًبرهان أنه من أجل كل عدد طبٌع n :2 4n nu u    . 

لدٌنا  2 15 6 5 5 6 6n n nu u u      2 أي 25 36n nu u   ومنه 

 2 24 36 4 6 9n n n nu u u u      وعلٌه   2 0 4n nu u   2 أي 4n nu u   . 

k: 2استنتاج أنه من أجل كل عدد طبٌعً 2 4ku      

لدٌنا  0 14 4u  أي  0 2 4u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن  2 2 4ku  ّونبرهن أن 
   2 1

2 4
k

u

 أي نبرهن  2 2 2 4ku   
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2لدٌنا حسب السؤال السابق  4n nu u    ومنه  2 2 2 4k ku u  ولدٌنا حسب الفرضٌة  2 2 4ku  

إذن  2 2 2 4ku  ًوعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبٌع k ،2 2 4ku    

2:  استنتاج أن 1 0 4ku    . 

 لدٌنا nمن أجل كل عدد طبٌعً 
2 1 25 6k ku u   ومنه  2 1 5 2 6 4ku     2 أي 1 0 4ku    . 

3 ًبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n :22 5 3n

nu   .
 

لدٌنا 
02 28u  0 و 25 3 28   0 ومنه 2

02 5 3u   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

22نفرض أن  5 3n

nu   ّ3 ونبرهن أن

12 5 3n

nu 

   

22لدٌنا  5 3n

nu   معناه  210 5 5 3n

nu   ٌكافئ  210 12 5 5 3 12n

nu    وٌكافئ  

  32 5 6 5 3n

nu    3 أي

12 5 3n

nu 

   . 

n ،22ومنه من أجل كل عدد طبٌعً  5 3n

nu  . 

:  فإنnواستنتج أنه من أجل  2 28 100nu     

لدٌنا 
02 28u  ومنه  02 28 100u  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن  2 28 100nu  ّونبرهن أن  12 28 100nu   

n ،1لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  5 6n nu u   12 معناه 5 2 12n nu u    

إذن  12 5 28 12 100nu     أي  12 128 100nu   وعلٌه  12 28 100nu  . 

4تعٌٌن رقمً الآحاد و العشرات للعددnu و ذلك حسب قٌم n .

 .100 على nuلنعٌن باقً قسمة العدد

لدٌنا  2 28 100nu  ومنه  14 50nu  50 أي 14nu k  

2kمن أجل  p 100 ٌكون 14nu p  فٌكون  2 4nu  أي n ً(حسب ما سبق ) زوج 

.  1 ورقم عشراته هو 4 هو nu زوجٌا فإن رقم آحاد nوبالتالً إذا كان 

2من أجل  1k p  100 ٌكون 64nu p  فٌكون  0 4nu  أي n  فردي 

 . 6 ورقم عشراته هو 4 هو nu فردٌا فإن رقم آحاد nإذن إذا كان 

5 برهان أن  1,n nPGCD u u ثابت ثم عٌن قٌمته  .

1nu و nu القاسم المشترك الأكبر للعددٌن dنسمً   . 

1nu ٌقسم d وnu ٌقسم dلدٌنا   ومنه d 1 ٌقسم 5n nuu   أي d 6 ٌقسم .

 هً dإذن القٌم الممكنة للعدد  1;2;3;6 ؛ بما أن رقم آحاد nu ًزوجً فإن القٌم الممكنة ه  2;6 

22ولدٌنا  5 3n

nu   معناه  22 5 3 3n

nu   ومعناه    
2

2 1 3
n

nu


  وعلٌه    1 3
n

nu   

إذن    
1

1 3
n

nu


  أي  1 3nu  أو  1 3nu  ومنه nu فهو لا ٌقبل  3 لا ٌقبل القسمة على 

  َتالتالً 6القسمة على  1; 2n nPGCD u u  . 

 :التمرٌن الثالث

1 لاحقتً النقطتٌنحساب 'O،'Bصورتً النقطتٌن O،B  على الترتٌب بالتحوٌل f  ، 

'

1 2
1 2

1

O
O

O

z i
z i

z

 
  


 ،  

  
  '

1 2 11 2 2 4 3 1

1 2 2 1 1 2 2

B
B

B

i iz i i
z i

z i i i

   
    

   
 

2حساب الجداء  ( أ  ' 1 1z z . 
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1 2 1 2 1
' 1 1

1 1

z i z i z
z

z z

     
   

 
 

2
' 1

1

i
z

z
 


 ومنه   ' 1 1 2z z i  .

 

 : فإنA تختلف عنMتبٌٌن أنه مهما تكن النقطة (ب   ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

  و

     . ' 2AM AM      

لدٌنا     arg ' 1 1 arg 2z z i      معناه    arg ' 1 arg 1 2
2

z z k


     

ٌكافئ    ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

 
لدٌنا   ' 1 1 2z z i   معناه ' 1 1 2z z    أي . ' 2AM AM 

 
3  تبٌٌن أنه إذا كانت M تنتمً إلى الدائرة  Cالتً مركزها Aوتشمل O فإنّ النقطة  'M تنتمً إلى  

     دائرة  'Cٌُطلب إٌجاد مركزها ونصف قطرها   . 

 M C 1 معناهAM AO  ولدٌنا من أجل كل نقطة M تختلف عن A . ' 2AM AM   

'ومنه  2AM إذن 'M تنتمً إلى الدائرة  'C التً مركزها A 2 ونصف قطرها. 

4 أ ـ حساب قٌسا للزاوٌة الموجهة  ;u AB


. 

        arg 2 2 arg 2 1
4

; arg B Az z i iu AB


     
 

 

ب ـ لٌكن  dنصف المستقٌم المفتوح الذي حدّه النقطة  Aو ٌشمل B ، 

 تنتمً إلىA التً تختلف عن Mبٌن أنه إذا كانت النقطة   d فإن  'Mتنتمً إلى نصف مستقٌم ٌطلب تحدٌده . 

A ،  تختلف عن Mلدٌنا من أجل كل نقطة    ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

 

ولدٌنا  M d معناه    ; ;
4

u AM u AB


 
   

 ومنه  ; ' 2
4 2

u AM k
 

  
 

  

أي  ; ' 2 '
2

u AM k


 
 

 تنتمً إلى M'  إذن  d. 

 النقطة التً تنتمً إلى Eج ـ نسمً   C d تعٌٌن موضع النقطة ،'Eصورة النقطة E  بالتحوٌل f  

   E C d  معناه    ' 'E C d . 

 :التمرٌن الرابع

I- g  الذالح المعشّفح على ًٌ ًكما ٌل :  2 xg x xe  

ٌّرات الدالة . 1 راتهاgدراسة تغ ٌّ  .، ثمّ شكل جدول تغ

 ولدٌنا تقبل الإشتقاق على gالدالة    ' 1x x xg x e xe e x         

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً   ومنه إشارة  'g x هً نفس إشارة  1 x . 

1xمن أجل    ٌكون  ' 0g x  إذن الدالة g متزاٌدة تماما على المجال  ; 1 . 

1xومن أجل    ٌكون  ' 0g x  إذن الدالة g متناقصة تماما على المجال  1; . 

limلدٌنا  0x

x
xe


 ومنه  lim lim 2 2x

x x
g x xe

 
  . 



مصطفاي عثذ انعزٌز :                                                       إعذاد انخامش عشروعانحم انمفصم نهموض

 . تقىً رٌاضً+ رٌاضٍاخ : انشعثح

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

16 

                          aziz_mus1@hotmail.fr  سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

limو  0x

x
xe


 ومنه  lim lim 2 x

x x
g x xe

 
   . 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

      1  x 
      0 +  'g x 

     12 e  
0 

 2 

 

 g x 

تبٌٌن أنّ المعادلة . 2  0g x تقبل حلا وحٌدا   على . 

 مضتمشج َمتزاٌذج تماما على المجاا gالذالح  ; 1  2;12 َتأخز لٍمٍا فً المجاا e    َ 0 ًلا ٌىتم  

2;12إلى المجاا  e   ًإرن مه أجل كل عذد حمٍم x مه المجاا  ; 1  ّفإن  :  0g x . 

 مضتمشج َمتىالصح تماما على المجاا gَلذٌىا الذالح  1;  2;1 َتأخز لٍمٍا فً المجاا e     

2;1 ٌىتمً إلى المجاا 0َ  e     إرن المعادلح   0g x  تمثل حلا َحٍذا  على المجاا  1; . 

0.8: انتحقّ  أنّ  0.9 . 

لذٌىا  0.8 0.22g  ، 0.9 0.21g   إرن    0.8 0.9 0g g  ً0.8 َمى 0.9 . 

xتعٍٍه، حضة لٍمّ. 3  إشاسج   g x. 

من أجل  ;x   ،  0g x  ومن أجل  ;x   ،  0g x  كما أن   0g  . 

II- f  هً الدالة المعرّفة على ًكما ٌل : 
2 2

2x

x
f x

e





  

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

: تثٍٍه أنّ . 1 lim 0
x

f x


. 

 

2 22 2
2 2

lim lim lim lim 0
22 2

xx xx x x x

x
x x xf x

ee e
x

x xx x

   

 
       

  
 

 

 

limلأن 
x

x

e

x
  و 

2
lim 0

x x
. 

 .تفسٌر النتٌجة هندسٌا

 fC
 

1yٌقبل مستقٌم مقارب معادلته   بجوار . 

 حساب(أ. 2 lim
x

f x


. 

lim 2 2
x

x


   و lim 2 2x

x
e


  ومنه  lim

x
f x


 . 

 تبٌٌن أنّ المستقٌم (ب ' 1 ذا المعادلةy x  مستقٌم مقارب للمنحنى ، fC. 

     
2 2 2 2

1 1
2 2

lim lim lim
2 2

x x

x xx x x

x xe e x
x x

x
f x

e e  

    
       




 
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   1 0
2

lim lim
x x

xx x

xe e
x

e
f x

 

 
      

 0 لأنlim x

x
xe


 0 وlim x

x
e


 

دراسة وضعٌة . 3 fC  بالنسبة إلى ' . 

x ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً   
 1

1
2 2

xx x

x x

e xxe e
f x x

e e

  
   

 
 

ومنه إشارة    1f x x  مثل إشارة  1x  على . 

 1  x 
         0 +    1f x x  

   fC تحت  '                      fC فوق  ' 

 
  fC و  'ًٌتقاطعان ف  

                    النقطة ذات الإحداثٌتٌن  1;0. 

 
 الوضعٌة النسبٌة

دراسة وضعٌة  fC  بالنسبة إلى ' . 

 
 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

x x

x x x x

g xx x xe x xe
f x x x

e e e e

    
     

   
 

إشارة  f x x مثل إشارة  g x على . 

   x 
         0 +  f x x 

   fC تحت                        fC فوق   

 
  fC و  ًٌتقاطعان ف  

                    النقطة ذات الإحداثٌتٌن  ; . 

 
 الوضعٌة النسبٌة

x ، تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (أ. 4 
 

2

2
'

( 2)x

g x
f x

e



 ، 

 
   2 2 2 2 2 4 2 2

'
2 2

x x x x x

x x

e e x e xe e
f x

e e

     
 

 
 

 
   2 2 24 2

'
2 2 2

xx

x x x

xe g xxe
f x

e e e


  

  
 

ر الدّالة ٌّ  .fاتجاه تغ
إشارة  'f x هً نفس إشارة  g xومنه : 

من أجل  ;x   ٌكون  ' 0f x  إذن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  ;. 

من أجل  ;x   ٌكون  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  ; . 

: تبٌٌن أنّ  (ب f  ٌّرات الدالة  .f، ثمّ شكّل جدول تغ

x ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  
 

2x

g x
f x x

e
 


 ومنه  

 
0

2

g
f

e


   


 أي  f   
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 رسم .5 ،  'و  fC. 

 
م الوسٌط الحقٌقً . 6 ٌّ   ، عدد حلول المعادلةmالمناقشة بٌانٌا، حسب ق   f x f m. 

1mإذا كان    فإن   0f m ومنه المعادلة تقبل حلا وحٌدا . 

إذا كان    1; ;m      فإن    0;f m ومنه المعادلة تقبل حلٌن . 

mإذا كان   فإن   0f m ومنه المعادلة تقبل حلا مضاعفا . 

III- nU على  العددٌة المعرفة هً المتتالٌةً0: كما ٌل 0U  ًومن أجل كل عدد طبٌع n: 1n nU f U   

1 ًبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n ، 0 nU  . 

لدٌنا 
00 U   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0نفرض أنّ  nU   ونبرهن صحة 
10 nU   

0لدٌنا  nU   وبما أن الدالة f متزاٌدة تماما على  0; فإن      0 nf f U f   

لدٌنا  
2

0
3

f  و  f   ومنه  
2

3
nf U   أي 

10 nU   

n ، 0وعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  nU  . 

2 ٌّر  تخمٌن اتجاه تغ nU 

 .  من الرسم ٌبدو أن المتتالٌة متزاٌدة 

 3 برهان أنّ المتتالية  nU ،متقاربة  

لدٌنا  1n n n nU U f U U    ولدٌنا حسب ما سبق من أجل كل  ;x   ،  0f x x  

0وبما أنّ  nU   فإن   0n nf U U  1 أي 0n nU U   ومنه المتتالٌة متزاٌدة  nUوبما أنها  

l حٌث l فهً متقاربة نحو عدد حقٌقً محدودة من الأعلى بالعدد  . 
 .حساب نهايتها

1limلدٌنا المتتالٌة متقاربة ومنه  limn n
n n

U U l
 

  

بما أنّ  1n nU f U والدالة f مستمرة على  ّفإن  l f l ومنه l  إذن lim n
n

U 


. 
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