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 الثامنموضوع ال
 الأول:لتمرٌن ا

المتعامد والمتجانس  نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم ; , ,O i j k : النقط 

  1;1;1A ، 1; 1;0B  ، 2;0;1C. 

ٌّن أنّ  -1 تعٌن مستوٌا  Cو  A ،Bالنقط   ب 1P .ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

2- 2P  2 المستوي الذي 2 6 0x y z    .معادلة دٌكارتٌة له 

ٌّن أنّ     ـ ب 1P و 2P  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  .ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

ٌّن أنّ النقطة   -3 هً مرجح الجملة: Oب      ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

ٌّن  ( أ -4 ع S  مجموعة النقط ; ;M x y z  :2من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC  . 

نقطتً تقاطع  Eو  Dاحسب إحداثٌات  (ب     S و . 

و O؟ ثمّ استنتج المسافة بٌن ODEماهً طبٌعة المثلث  (جـ     . 

 الثانً:التمرٌن 

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  .1

 لواحقها على الترتٌب:  و ، A ، B  النقط المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانسنعتبر فً  .2

 .و  ،  ،       

 .ة المثلث على الشكل الأسًّ؛ ثمّ استنتج طبٌع اكُتب العدد المركب أ ـ     

 ثمّ حدّد نسبته وزاوٌته. إلى  A وٌجول الذي مركزه  ب ـ اكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر     

ٌّن       .بالتشاٌه  هً صورة  علما أنّ  ؛لاحقة النقطة  جـ ـ ع

 . ونسبته  A بالتحاكً الذي مركزه B صورة . لتكن 3

ٌّن أنّ أ       على الترتٌب. و  المرفقتٌن بـ:  Bو  A طتٌنهً مرجح النق ـ ب

ٌّن       .لاحقة النقطة  ب ـ ع

 الثالث:التمرٌن 

كما ٌلً:  المعرّفة على  fنعتبر الدّالة  
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 ، C  تمثٌلها البٌانً فً معلم ومتجانس ; ,O i j . 

I- 1.  وعرثر اندّانحh  :ٓانمعرّفح عهّ كما ٔه  1xh x xe . 

 .hادرس ذغّٕراخ اندانح  (أ 

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً (ب x:ب  0h x . 

كما ٔهٓ:  انمعرّفح عهّ  gوعرثر اندانح  .2  2 xg x x e  . 

 .و  عند  g احسب نهاٌتً الدالة ( أ

 دَل ذغّٕراذٍا.، ثمّ شكم جgادرس اذجاي ذغٕرّ اندانح  (ب

تٕهّ أنّ انمعادنح  (جـ  0g x   ذمثم حهٕه  َ  مع   ّ1,14ثمّ ذحمك أن 1,15 . 

استنتج اشارة  ( د g x  على. 

II- 1. ٓاحضة وٍأرf  عند  و .ثمّ فسّر النتائج هندسٌا 
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x :تٕهّ أوًّ، مه أجم كم عدد حمٕمٓ ( أ .2 
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 ، ثمّ شكم جدَل ذغّٕراذٍا.fاذجاي ذغٕرّ اندانح اصرىرج (ب   

ذحمك أنّ:  ( أ .3 
1

1
f 





. 

ٌّن حصرا للعدد  (ب    ع f   210سعته . 

عٕهّ معادنح انمماس . 4 T  ّنهمىحى C  0عىد انىمطح ذاخ انفاصهح. 

ذحمك أنّ  ( أ .5 
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حٕث     1x xu x e xe  . 

ثمّ اصرىرج اشارج   uادرس اذجاي ذغٕرّ اندانح  (ب    u x. 

ىضثٕح نهمىحىّ اصرىرج انُضعٕح ان (جـ    C  تانىضثح إنّ انمماس T. 

ارُصم  .6 T َ C .(   1,85 وقبل أن 1,84     و 1,19 1,18f    ) 

 الرابع:التمرٌن 

I-  بالعبارة:  معرّفة على المجال  الدّالة. 

ٌّر الدالة  -1     .على المجال ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّ المعا -2     .وأنّ: حٌث:  تقبل حلا وحٌدا  دلة ب

ٌّم  -3     .إشارة  استنتج، حسب ق

II- بالعبارة:  معرّفة على المجال   الدّالة. 

    
 .فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   منحنى 

 .و احسب  -   1

 .: من  أثبت أنّه، من أجل كل  -   2

ٌّر الدالة ادرس اتجاه  -   3 ٌّراتها.تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ:  -   4  .، ثمّ استنتج حصرا للعدد ب

 .على المجال  مثّل المنحنى -   5

III-   بالعبارة:  المعرّفة على المجال  المنحنى الممثل للدّالة. 

 .فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات الإحداثٌتٌن        

 .تعطى بالعبارة  المسافة أثبت أنّ  -1  

 .بالعبارة:  معرّفة على المجال  الدّالة  -2  

ٌّن أنّ للدالتٌن  أ ـ        ٌّر على المجال   و ب  .نفس اتجاه التغ

ٌّن إحداثٌتً النقطة  ب ـ         أصغر ما ٌمكن. ، بحٌث تكون المسافة من  ع

ٌّن أنّ:  جـ ـ         .ب
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 الموضوع الثامنل ح
ل:التمريه   الأو 

تعٌن مستوٌا  Cو  A ،Bالنقط   إثبات أن   -1 1P. 

لدٌنا  0; 2; 1AB    و 1; 1;0AC   و
0 1

1 2





 غٌر مرتبطٌن ACو ABإذن الشعاعان  

ٌّن مستوٌا C و A ،B  النقطخطٌا ومنه فإنّ   لٌست فً استقامٌة فهً تع 1P . 

تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  1P. 

لٌس لهما نفس الحامل وعلٌه  ACو ABالشعاعان  ; ,A AB AC   توي معلما للمسٌشكل 1P. 

لتكن  ; ;M x y z    .نقطة من الفضاء 

 منتنتمً  Mإذا كانت  1P  :فإنها تحققAM AB AC  . 

ان حقٌقٌان و عددو حٌث  1; 1; 1AM x y z   . 

ومنه  
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 عددان حقٌقٌان.و و 

وهو تمثٌل وسٌطً للمستوي  1P. 

2- 2P  2 المستوي الذي 2 6 0x y z    .معادلة دٌكارتٌة له 

ـ إثبات أن   1P و 2P .متقاطعان  

لدٌنا  1; 2; 2n    شعاعا ناظمٌا للمستوي 2P. 

ناظمً للمستوي  nنفرض أنّ  1P   إذن
. 0

. 0

n AB

n AC

 




 لدٌناو 
     

     

. 1 0 2 2 2 1 6
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 تناقض. 

للمستوي  الٌس ناظمٌ nإذن الشعاع  1P  وبالتالً المستوٌان 1P و 2P فهما متقاطعان.  نغٌر متوازٌب 

وسٌطً للمستقٌم كتابة تمثٌل  . 

لتكن  ; ;M x y z .نقطة من الفضاء 

إذا كانت  M     :فإنّ إحداثٌاتها تحقق الجملة
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من  zو   yو xنعوض كل من 1 و 2 و 3  ًبقٌمهما ف 4 :نجد 

   1 2 1 2 2 1 6 0            3ومنه 6 3 0     2وعلٌه 1   . 
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وسٌطً للمستقٌم وهو تمثٌل   . 

هً مرجح الجملة: Oإثبات أن  النقطة  -3      ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

هً مرجح الجملة  Gنسمً       ;1 , ;1 , ; 1A B C  وعلٌه 
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 .Oمنطقة على Gومنه النقطة   

هً مرجح الجملة: Oالنقطة إذن       ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

تعٌٌن  ( أ -4 S  مجموعة النقط ; ;M x y z  :2من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC  
 

  من الفضاء ٌكون لدٌنا Mمن أجل كل نقطة   1 1 1MA MB MC MO       أيMA MB MC MO   

2ومنه  3MA MB MC    ً2تعن 3MO   2أي 3MO . 

إذن المجموعة  S  هً سطح كرة مركزهO  2ونصف قطره 3. 

نقطتً تقاطع  Eو  Dحساب إحداثٌات  (ب S و . 

2 2 2 12x y z    هً معادلة دٌكارتٌة لـ S. 

نحل الجملة 
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علٌه و    
2 222 2 1 12       25أي 2 7 0    

بعد حل المعادلة نجد: 
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 إذن ٌتقاطع S و   فً النقطتٌن
14 2

;2;
5 5

D
 
  
 

و   2;2;2E. 

 .ODEطبٌعة المثلث  (جـ

تنتمٌان لسطح الكرة  E و Dبما أن النقطتٌن  S ها التً مركزO  ّفإنOE OD   ومنه 

 متساوي السّاقٌن.  ODEفإنّ المثلث 

و Oاستنتاج المسافة بٌن  . 

تنتمٌان للمستقٌم  E و Dبما أنّ النقطتٌن    ّفإن   هو المستقٌم DE  . 

على  Oمتساوي الساقٌن بالتالً المسقط العمودي للنقطة  ODEالمثلث  DE  هً النقطةH 

منتصف القطعة  DE  ومنه  ;d O DE OH. 

ولدٌنا 
2 4
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وعلٌه    
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 الثانً:التمرٌن 

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  .1

 .،  للمعادلة حلان هما  
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 لواحقها على الترتٌب: و ،، النقط المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانسنعتبر فً  .2

 .و  ،  ،       

ً.  كتابة العدد المركب أ ـ   على الشكل الأس 

 
 .اج طبٌعة المثلث استنت

 .قائم فً  بالتالً المثلث  وهذا ٌعنً أنّ  

 وتحدٌد نسبته و زاوٌته. إلى  وٌحول  الذي مركزه  ب ـ كتابة العبارة المركبة للتشابه المباشر 

 فإنّ  وبما أنّ  من الشكل  العبارة المركبة للتشابه 

 أي  هً  وعلٌه العبارة المركبة للتشابه  ومنه 

 .بالتشاٌه  هً صورة  علما أن   ؛لاحقة النقطة  جـ ـ تعٌٌن 

  ومنه   تكافئ معناه  

 .أي  

 . ونسبته  بالتحاكً الذي مركزه  صورة  . لتكن 3

 على الترتٌب. و  المرفقتٌن بـ:  و هً مرجح النقطتٌن  ـ تبٌٌن أن  أ ـ 

  تكافئ تكافئ  معناه   لدٌنا 

 المرفقتٌن و هً مرجح  النقطتٌن  نستنتج أن  تكافئ  تكافئ 

 على الترتٌب. و  بـ: 

 .لاحقة النقطة  ب ـ تعٌٌن 

. 

 الثالث:التمرٌن 

كما ٌلً:  المعرّفة على  fنعتبر الدّالة  
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 تمثٌلها البٌانً فً معلم  ، 

 .2cm. وحدة الرّسم  ومتجانس 

I- 1.  انمعرّفح عهّ كما ٔهٓ:  وعرثر اندّانح. 

 .اتجاي تغي ر الدالت  دراست (أ 

 : مه أجم كم عدد حمٕمَٓ   ذمثم الإشرماق عهّ  الدّالة

 ؛ إشارج ك َمىً إشارج  ندٔىا 

 .مرىالصح ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندّانح  ، مه أجم 
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 .مرزأدج ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندّانح  ، مه أجم 

 .:أن ه، من أجل كل عدد حقٌقً تبٌٌن (ب

أْ  : َعهًٕ مه أجم كم عدد حمٕمٓ  ذمثم لٕمح حدّٔح صغرِ ذثهغٍا عىد اندانح ندٔىا 

 .َتانرانٓ  

 .كما ٔهٓ:  انمعرّفح عهّ  . وعرثر اندانح 2

 .و  عند   نهاٌتً الدالة حساب ( أ

 

 . َ  لأنّ      

  .اتجاي تغي ر الدالت  دراست (ب

 

  أْ  َٔكافئ  معىاي 
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 .جدول التغي راث

 

 

 

 

 

 

 

  مع  و  تقبل حليه  أن  المعادلت  تبييه (جـ

إذن المعادلة  و  وتأخذ قٌمها فً المجال   مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال  الدّالة

 .مجال فً ال تقبل حلا وحٌدا  

إذن  و  وتأخذ قٌمها فً المجال  مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  ولدٌنا الدّالة 

 .فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  المعادلة 

 .تحقق أن  ال

 .ومنه  أي  و  لدٌنا 

 .على  ج اشارة ااستنت ( د
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II- 1 .ر النتائج هندسٌا. و  عند  وهايتي حساب  ثم  فس 

 . إذن     َ  ندٔىا

 

 .: أو ً، مه أجل كل عدد حقيقي تبييه ( . أ2

 عددا حقٌقٌا: لٌكن

 

 

  .ج اتجاي تغي ر الدالتااستىت (ب

 .رج ٌٓ إشا َمىً إشارج  َ   ندٔىا 

مرىالصح ذماما عهّ انمجانٕه  َعهًٕ اندّانح  أْ  ، فٓ انمجمُعح 

  َ 

 .مرزأدج ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندّانح   أْ  ، َفٓ انمجال 

 .جدول تغي راث الدالت 
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 .حيث   تحقق أن  ال ( . أ5

 عددا حمٕمٕا:  نٕكه

 

 

 .ج اشارة اثم  استىت  اتجاي تغي ر الدالت  دراست (ب

  :كم عدد حمٕمَٓمه أجم   ذمثم الإشرماق عهّ  اندانح

 ٌٓ وفش إشارج  إشارج 

 .َ  فإنّ  ؛ َمه أجم  فإنّ  مه أجم 

َنٍا لٕمح حدٔح عظمّ ٌٓ  َمرىالصح ذماما عهّ انمجال  مرزأدج ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندانح 

 .: إذن مه أجم كم عدد حمٕمٓ  

 .لمماس بالىسبت إلى ا ج الىضعيت الىسبيت للمىحىى ااستىت (جـ

 .  ٌٓ إشارج َمىً إشارج  ندٔىا  
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 الرابع:التمرٌن 

I- بالعبارة:  معرّفة على المجال  ة الدّال. 

ٌ ر الدالة  -1   .على المجال دراسة اتجاه تغ

 :  من المجال ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل على الإشتقاق على  الدّالة

 

متزاٌدة  إذن الدالة  ومنه  و  ، من المجال  من أجل كل عدد حقٌقً

 .تماما على 

: حٌث:  تقبل حلا وحٌدا  عادلة أن  الم تبٌٌن -2  .وأن 

وهً متزاٌدة تماما على هذا المجال و خاصة   تقبل الإشتقاق علىلأنها  مستمرة على   الدّالة

ومنه   أي ،  ولدٌنا على المجال 

 بحٌث  من المجال  ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  المتوسطة حسب مبرهنة القٌم

 . أي معناه  

ٌ م ااستنت -3  .إشارة  ج، حسب ق

 أي  لدٌنا  من أجل 

 . كما أنّ   أي  لدٌنا  ومن أجل 

II- بالعبارة:  معرّفة على المجال   الدّالة. 

    
 .فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   منحنى 

 .و  حساب -   1

  و  لدٌنا 

 .إذن 

 .     ومنه   

 .: من  ه، من أجل كل أن   إثبات -2

  ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على  الدّالة
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ٌ ر الدالة  دراسة -3  .اتجاه تغ

 .إشارة ك  ومنه إشارة  ، من المجال   من أجل كل

  وموجبة على  سالبة على   أي

 .ومتزاٌدة تماما على  متناقصة تماما على  الدالة  نستنتج هكذا أنّ 

ٌ راتج  .الدالة  دول تغ

   x 

  +          0      

  
  

                      

 

 

:  تبٌٌن -4   أن 

 إذن  لدٌنا 

 

 .ج حصرا للعدد ااستنت

 وٌكافئ  ٌكافئ  معناه 

أي  ومنه  

 4,6611 4,7783f  . 

 .على المجال  المنحنى تمثٌل -   5

 

III-   بالعبارة:  معرّفة على المجال ال المنحنى الممثل للدّالة. 

 .فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات الإحداثٌتٌن        

 .تعطى بالعبارة  أن  المسافة  إثبات -1

ومنه  لدٌنا 

 

 .بالعبارة:  معرّفة على المجال  الدّالة  -2  
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ٌ ر على المجال   و أن  للدالتٌن  تبٌٌن أ    .نفس اتجاه التغ

 تقبل الإشتقاق على  وهً موجبة على هذا المجال إذن الدالة  تقبل الإشتقاق على  لدالة ا

   ولدٌنا  

وبالتالً للدالتٌن  هً نفس إشارة   ومنه إشارة ،من المجال  من أجل كل

ٌّر على المجال  و   . نفس اتجاه التغ

 ٌمكن إتباع طرٌقة اتجاه تغٌر مركب دالتٌن.ملاحظة: 

 أصغر ما ٌمكن. ، بحٌث تكون المسافة من  إحداثٌتً النقطة  تعٌٌنب ـ 

فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى على المجال  ومتزاٌدة تماما على  متناقصة تماما على  لدٌنا الدّالة 

أي عند النقطة   تكون أصغر ما ٌمكن من أجل   ومنه تبلغها من أجل  

 

:  تبٌٌنجـ ـ    .أن 
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