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 والدين الكريمين حفظهما الله وكل أفراد أسرتيإلى ال 
 إلى كل من علمني حرفا في هذه الدنيا الفانية 
 إلى جميع أفراد الأسرة التربوية في الجزائر وخارجها 
 إلى كل من لم يدخر جهدا في مساعدتي 
   إلى كل مجهولX هو حل لمعادلة النجاح في البكالور 

  المتواضع إلى كل هؤلاء وهؤلاء أهدي هذا العمل
  وأسأل الله أنّ يجعله نبراسا لكل طالب علم

  
  
  

  ةـــد حاقــمالأستاذ مح
  خريج المدرسة العليا للأساتذة

  الجزائر -القبة القديمة -
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)نسمي متتالية: تعريــف )1 )
n
u  كل دالة معرفة على أو جزء من خذ قيمها في  و

 مثـــال :( )
n
u متتالية عددية معرفة على  3:كما يلي 2

n
u n  ) متتالية معرفة بعبارة الحد العام(  

  نحسب الحدود الثلاث الأولى منها

0
3 0 2 2u      ،  

1
3 1 2 5u      ،  

2
3 2 2 8u      

 تسمى الدالة  :ملاحظـــةf ال المعرفة على ا 0; 

):بــــ ) 3 2f x x  لمتتالية )لدالة المرفقة  )
n
u  

  طـــرق دراســـة اتجــاه تغيــر متتاليـــة  )2

نحسب الفرق التالي: الطريقـــة الأولـــى
1n n

u u  فإذا كان  

   3خذ المثال السابق: مثـــال 2
n
u n  أولا ،

نحسب
1n

u :
1
3( 1) 2 3 5

n
u n n      ومنه  

1
3 0

n n
u u     ّنستنتج أن ،( )

n
u متزايدة تماما  

هذه الطريقة يشترط فيها المتتالية: الطريقـــة الثانيـــة( )
n
u   كل

1nنحسب النسبة التالية، حدودها موجبة تماما

n

u

u
 فإذا كانت  

  

 إذا كانت الدالة :  الطريقــة الثالثـــةf لمتتاليةالمرفق )ة  )
n
u  متزايدة

)، فانه يمكن معرفة اتجاه تغير )
n
u  من إشارة الفرق بين الحدين

0
u 

و
1
u إذا كان ، 

  

  

  

  

  اتجاه التغير  الإشارة

1
0

n n
u u    ( )

n
u متزايدة تماما  

1
0

n n
u u    ( )

n
u متناقصة تماما  

1
0

n n
u u    ( )

n
u ـــبت   ةـــــ

  اتجاه التغير  نسبةال
  ( )

n
u متزايدة تماما  

  ( )
n
u متناقصة تماما  

  ( )
n
u ــــبت   ةـــــ

  اتجاه التغير  الإشارة

1 0
0u u   ( )

n
u متزايدة تماما  

1 0
0u u   ( )

n
u متناقصة تماما  

1 0
0u u   ( )

n
u ـــبت   ةـــــ

1 1n

n

u

u
 

1 1n

n

u

u
 

1 1n

n

u

u
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 المتتاليـــات المحـــدودة )3
)/ أ            )

n
u  معناه  الأسفلمحدودة من

n
u A مهما كانn من  حيث )A  (  

)/ب           )
n
u  معناه  الأعلىمحدودة من

n
u B مهما كانn من  حيث )B  (  

)/ ج            )
n
u أي محدودة معناه محدودة من الأسفل ومن الأعلى 

n
A u B  

)م لإثبات صحة خاصيةيستخد: لتراجـــع) الاستدلال( البرهــان )4 )P nلأعداد الطبيعية  تتعلق 

ــوع مــن البرهــان خطوتيــن همــا   لهـــذا النـ

)التأكد من صحة الخاصية :أولا )P n من أجل
0
n حيث

0
n تكون لغالبفي ا(  رتبة ابتدائية

0
0n (  

)نفرض صحة: نيا )P n ونبرهن صحة( 1)P n   )الخاصية الوراثية (  

  :تينملاحظـــ

)تسمى/ أ       )P n لتر / ب    في البرهان فرضية التراجع   اجع إثبات أن متتالية محدودةمن بين استعمالات البرهان 

  متتاليــــة وتباعد تقــــارب )5
 إذا كانتlim

n
u l حيث:l   فان( )

n
u متقاربة  

 وإذا كانتlim
n
u   أوlim

n
u   أوlim

n
u غير موجودة فان( )

n
u متباعدة  

نظريـــة أخــرى لمعرفــة تقـــارب متتاليــة: نتيجة  
)إذا كانت/ أ     )

n
u متزايدة ومحدودة من الأعلى فان( )

n
u متقاربة  

)إذا كانت /ب    )
n
u متناقصة ومحدودة من الأسفل فان( )

n
u متقاربة  

ايـــة متتاليـــة )6  هناك طريقتين:  حســـاب 
): أولا )

n
u f n )ستخدام قواعد الدوال المعروفة) عبارة الحد العام   تحسب النهاية 

:نيا
1

( )
n n
u f u   )فإذا كانت) ةعلاقة تراجعي( )

n
u متقاربة فإننا نحل المعادلة( )f l l  

)في بعض التمارين المعادلة: ملاحظــة )f l l  لتالي علينا رفض كل الحلول عدا واحد فقط تقبل أكثر من حل و

ال الذي تنتمي إليه   أو اتجاه تغيرها) المحدودية( حدود المتتالية  ويكون سبب الرفض إما ا

)نقول عن المتتاليتان: المتتاليتان المتجاورتين )7 )
n
u و( )

n
v  متجاورتين إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى متناقصة

limو ( ) 0
n nn
u v


   

limين متقاربتان والمتتاليتان المتجاورت :ملحوظة lim
n nn n
u v
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  ة ــــــــــة الهندسيـــــــــالمتتالي  ة ـــــــــة الحسابيــــــــالمتتالي   ةــــــالمتتالي
  

  تعريفها
)المتتالية  )

n
u حسابية أساسهاr يعني أنه  من أجل

،  nكل عدد طبيعي
1n n

u u r    

)المتتالية  )
n
u هندسية أساسهاq  يعني أنه من

n، 1nأجل كل عدد طبيعي n
u u q    

عبارة الحد 

  العام

)
n
u  

  ) nةبدلال

إذا كان الحد 

الأول
0
u   

  
  

0n
u u nr    

  

  

  

0
n

n
u u q    

إذا كان الحد 

الأول
1
u  

  

1
( 1)

n
u u n r    

  

1
1

n
n
u u q    

حدين  العلاقة بين

)
n
uو

p
u(  

  

( )
n p
u u n p r    

  

n p
n p
u u q    

  

  رتبة حد
  إذا كان

الحد الأول
0
u  

  

  1+دليل الحد= رتبة الحد 

الحد الأول
1
u  

  

  ليل الحدد= رتبة الحد 

a،b  وc  ثلاث حدود
  متتابعة من المتتالية

2b a c    
b الوسط الحسابي للعددينa  وc  

2b a c    
b  الوسط الهندسي للعددينa  وc  

  
  

  حدود متتابعة للمتتالية مج

0 1 0

1
( )

2n n

n
u u u u u


      

1

0 1 0

1
.
1

n

n

q
u u u u

q


   


  

1

1
( )

2p p n p n

n p
u u u u u

 
      

1

1

1
.
1

n p

p p n p

q
u u u u

q

 



   


  

)اتجاه تغير  )
n
u  

  

)فإن 0rإذا كان )
n
u بتة.  

0rإذا كان  فإن( )
n
u متزايدة تماما.  

0rإذا كان  فإن( )
n
u متناقصة تماما.  

  

)فإن 1qإذا كان )
n
u  بتة أي

1n n
u u   

0q من أجل   1وq : 

إذا كان
0
( 1) 0u q  فإن  

( )
n
u متزايدة تماما.  

ذا كانإ
0
( 1) 0u q    فإن     

( )
n
uمتناقصة تماما.  

0q إذا كان  فإن( )
n
u ليست رتيبة  
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  والخواص الهامة نتائجبعض ال )8
  

1(   
  م - غ                          

2( ( )
n
u و( )

n
v متتاليتان هندسيتين أساسهما

1
q و

2
q على الترتيب وحداهما

0
u و

0
v و( 0)

n
v 

- 1

n
v

     
امتتالية هندسية أساسه  

2

1
q

وحدّها الأول 
0

1
v

  

- n

n

u

v

     
1متتالية هندسية أساسها  

2

q

q
0وحدّها الأول 

0

u

v
  

-  n n
u v متتالية هندسية أساسها

1 2
.q q وحدّها الأول

0 0
.u v  

 الإنتقال من متتالية حسابية إلى الهندسية والعكس )3

 إذا كانت( )
n
u أساسها )موجبة تماما( هندسية  متتاليةq، فان(ln( ))

n
u متتالية حسابية أساسهاlnr q 

 إذا كانت( )
n
u أساسهاحسابية  متتاليةr، فان( )nue أساسها هندسية متتاليةrq e 

4(  a عدد حقيقي غير معدوم 

.../أ ( 1)a a a a n     حيثa   مكررة 1n مرة  

...1/ ب na a a a     حيثa   مكررة 1n مرة  

/ ج
( 1)

0 1 2 0 1 2 ... 2...
n n

n na a a a a a


         

خذ تطبيق: ــلتمثيــل حدود متتاليــة علــى محــور الفواص )9  لتوضيح ذلك 

) :تطبيق  )
n
u  متتالية عددية معرفة بحدها الأول

0
1u   ومن أجل كل عدد طبيعي ،n :

1
2 3

n n
u u    

3ال الدالة المعرفة على ا fلتكن 
,
2

 
  
 
)كما يلي   ) 2 3f x x    ( )C تمثيلها البياني و( )dالمعادلة  والمستقيم ذ

y x  في المستوي المنسوب إلى معلم  
   )أنظر الشكل المقابل ( متعامد ومتجانس 

مثل على محور الفواصل الحدود  :المطلوب
0
u ،

1
u  ،

2
u و

3
u   

ا موضحا خطوط الرسم(     ) دون حسا
  

0 ; 1 1

lim ; 1

; 1

n

n

q

q q

q


      

(Cf)

(d)

2 3 4-1-2

2

3

0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2u 3
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ول   ا ا

( )
n
u و( )

n
v ن اد ن    : ا   ا

0

1
4

u     

د  n:و أ    
1

10
3

4n
n

u
u

و    




2

1
n

n
n

u
v

u
  

ا أنّ / أ )1 د :  n،  أ   0 1
n
u  

) أنّ ا/ ب    )
n
u  ة ر ا   . ا أ 

)ا  أنّ/ أ )2 )
n
v أ 

5
2

q ّ م     ّ ا و
n
v n  

د  :أ أنّ/ ب    n، أ   

3

1
1n

n

u
v

 ا ا 

lim

nn
u   

  ا ا

ب إ   ي   وا , ,O i j
 

  

f ل ا ا  ا ا 4;1  :



3 16

( )
11

x
f x

x
   

)و )
f

C ، )ا ا  د ( yا ذو ا x   

I. ا ل fّ أنّ ا ة   ا ا 4;1 ّأن ّ   أ:  

 4;1x   ّن ( ) 4;1f x    

II. ( )
n
u  ّ  ّ وّل  ا

0
0u  د n،و أ   

1
( )

n n
u f u 

ود    أ ا ا   )1 ا ا ر ا
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u )ود ب ا    

( 

ه    ل ا )ا    )
n
u ر   و

ا أنّ  )2 د  :  n، أ    4 0
n
u أنّ ا ّ  ( )

n
u   

د )3 ) ا ا )
n
v   ّ د  :ا n، أ    1 4

n n n
v u v   

)أ أنّ ا     )
n
v أ 

1
7

q ع    S،  أ ا

                              
0 0 1 1 2016 2016

...S v u v u v u  
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  ا ا

د ا ا ّ f ا ل ا  ا ;1  :

1

( )
2

f x
x

 .( )C  ب إ ي ا  ا  ا

ا ا وا , ,O i j
 

)، و د ( yا ذو ا x  

( )
n
u  د ا ولا ا  ا

0
u   

0
1u  

د و n، أ   
1

( )
n n
u f u  

1( ّ ا    أ ر ا ا    ر ا

ود  ا
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u ، ط ا زاً  ُ  

ه    ل ا )ا    )
n
u ر   و

ا أنّ  )2 د  :  n، أ   1
n
u 

ه  اا )3 )درس ا )
n
u ر  ّ   ا أ

)ا   )4 )
n
v   ّ د  :ا n، أ  


2

1n
n

v
u

 

) أنّ ا/ أ    )
n
v  م  2 أ رة  ا  ّ  

n
v n   

م/ ب   رة ا ا ا 
n
u n وا


lim

nn
u  

  اا ا

د ) ا ا )
n
u  ا ول ّ ا

0
1u، د و n: أ    

1
7 8

n n
u u   

ا أنّ  )1 د  أ  :   n، 13 7 4n
n
u 

د   )2 n: أ      21 7 7 ... 7n
n
S  و    

0 1
...

n n
S u u u  

ع nا  / أ     ا
n
S    

n
S و

n
S  

د : ا أنّ/ ب    n ، أ     218 7 24 31n
n
S n   

د ا/ أ )3 د  nادرس   ا   7n 5ا  ا

ن nّ / ب    ا  
n
S   5   

  ا ا

) ا )
n
u و( )

n
v اد ا   :  ا   ا



 



 

0

1

1

3
1

4n n

u

u u
و       



 



 

0

1

6

3
1

4n n

v

v v
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1( ّ :ا ا
1
u و

1
v  

أ/ أ )2 
2 1n n

u u  
1n n

u u 

ا  أنّ ا/ ب    ن  )ل ا )
n
u ة  وا )ا )

n
v  .  

) ا )3 )
n
w  ا  : 

n n n
w u v  

) أن ا )
n
w أ   q وّل ّ ا و

0
w  ّ  

n
w n .  

) أنّ اّ )4 )
n
u و( )

n
v ن  ور

  دسا ا

د ا ا ّ f ا ل ا  ا 0; :



3 1

( )
3

x
f x

x
)و  )

f
C  ب إ ي ا  ا  ا

ا ا وا , ,O i j
 

)، وا د ( yذو ا x  

 ، )د   )
n
u د ّ ا ا ول  ا ّ ا

0
u  

0
u  

د و n، أ   
1

( )
n n
u f u    

I.   ّ ن ا  ( )
n
u . 

II.       5  

ّ/ أ )1 ا    أ ا ا    ر ا

ود     ا
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u )وددو ب ا   )ن 

ه   /ب     ل ا )ا    )
n
u ر   و

) ا )2 )
n
v  ّ : ا





1

1
n

n
n

u
v

u
  

) أن ا/ أ      )
n
v 1 أ

2
وّل       ا

 n / ب    
n
u و

n
v ا 


lim

nn
u  

عا n ا  )3
n
S :    

1 2016
...

n n n n
S v v v  

ع n ا   ا
n
S : 

  

     
   

1 2 2016

1 1 1 1
...

1 1 1 1n
n n n n

S
u u u u

  

  



 

                                                                 ~12 ~                

  ا ا

) ا )
n
u  ّ  : ا

1

1
u

a
د و  وم،n أ    




1

1
n n

n
u u

an
   

a وي   . 2د  أ  أو 

د  :ّ أنّ/ أ )1 ومn أ    : 0
n
u . 

)ّ أنّ ا/ ب    )
n
u ر  ّ ّ ا أ     

) ا )2 )
n
v   ّ د  :ا وم،n أ    

1
n n
v u

an
  

) أن ا/ أ     )
n
v 1 أ

a
وّل  ّ ا  ّ و

1
v a   

م aو n  / ب    رة ا ا
n
v رة  ا 

n
u وا


lim

nn
u  

ع aو n  ا )3 ا
n
S :    

1 2 3

1 1 1
...

2 3n n
S u u u u

n
  

       ّ  a 



1

lim
2016nn

S   

  ا ا

د ا ا ل f ا ا  ا 0;4I    :13
( )

9 13
x

f x
x




   

ا /أ )1 ل fّ أنّ ا ة   ا   Iا

د  /ب    ل xّ أ  أ   )، I ا )f x إ I  

د  )2 )ا ا )
n
u  ا  ول : ّ ا

0
4u  و

1
( )

n n
u f u   د  أ  

n  

د / أ     ا أ  أ    n ،0 4
n
u  

ه  ا/ ب    )ا ا )
n
uر  ،  ا أ 

د   )3 n :0ّ أ  أ  
n
u   

4(  ( )
n
v  د ا   :13ا ا

2
n

n

v
u

  

) أنّ ا /أ    )
n
v ول ّ ا    أ و

0
v   
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أ  /ب  
n
v n   

52:ا أن /ج  
36 13n

u
n




د   lim،  ا nوذ  أ  
nn
u


   

  ا ا

( )
n
u   د  ول ّ ا اد ا   :  ا

0
0u   د    nو أ  

 :
1

2 2

3
n

n
n

u
u

u





)و ا  )

n
v  د  :  nا  أ  

1

2
n

n
n

u
v

u





 

)ّ أنّ ا  )1 )
n
v  أ   q ول ّ ا و

0
v 

م n  /أ  )2 رة ا ا  
n
v 

م  /ب    رة ا ا ا 
n
u n     

limا /ج   
nn
u


  

ع nا  /أ  )3 :ا
0 1

...
n n
S v v v      

1: أن/ب    1
(1 )

2 3 n
n

v
u

 


د    nوذ  أ  

ع nا  /ج    : ا
0 1

1 1 1
...

2 2 2n
n

S
u u u

    
  

   

  ا ا

I. f د اا ل  ّ ا ا  ا 0;   :  ( ) 2 8f x x 

( )C ب إ ا ا وا ي ا  ا  ا , ,O i j
 

 

ا/ أ )1

lim ( )
x

f x  

ا/ ب   ه  ا ا fادرس ا ول      

ا    )2 )ّ ا )C ا  ( ي  ( yا x  د 

)ار  )3 )C و( ) 

II. ( )
n
u  ّ د ا :ا ا

 


0
0u  د ،nو أ  

1
( )

n n
u f u  

ا      ا ا )1 ود ر ا ا
0
u،

1
u،

2
uو

3
u ) ء )دون ط ا  ً 

ه   )2 ل ا )ا    )
n
u ر  و

د  / أ )3 ا أ  أ    n : 0 4
n
u 
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ه  ا/ ب   )ادرس ا )
n
u  

د   ّ أ/ ج   n، أ    
1

1
4 (4 )

2n n
u u   

د   أ  ا   n، أ    
1 0

1
4 (4 )

2n n
u u  

ا/ د  

lim

nn
u 

  دي ا ا

I. f د اا ل  ّ ا ا  ا 0;    :

5

( )
2
x

f x
x

 

ا/ أ  )1

lim ( )
x

f x 

ا/ ب     ه  ا ا fادرس ا ول      

د  أ ّ أ  )2   x ل  ا 0;:( ) 0f x  

II. ( )
n
u د ا ول  ا ا  ا

0
1u  د n  :، و أ   

1

5

2
n

n
n

u
u

u
 

د  / أ )1 ا أ  أ    n : 1 3
n
u 

ه  ا/ ب    )أدرس ا )
n
u  ، ر ا  ّ   أ

2( ( )
n
v د ا  :  ّ ا ا

3
1

n
n

v
u

  

) أن / أ      )
n
v    2أ

5
ب    ولّ    ا

0
v  

رة nا / ب    
n
v رة  ا 

n
u n  

)ا  ا/ ج     )
n
u  

ع nا   )3 nا
S :   

0 1

1 1 1
...

n
n

S
u u u

 

   ا ا

د ا ا ّ f ا ل ا  ا 1;  :


2

( )
2 1
x

f x
x

   

( )
f

C  ب إ ا ي ا    ا  ا

ا وا , ,O i j
 

  )ا ا( ، 

ا  )1 لfّ أنّ ا ة   ا ا 1; 
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د )2 ) ا ا )
n
u  ّ   ا


0

6u د و n، أ   
1

( )
n n
u f u  

و / أ   ر ا ود ا   أ ا ا   ا

( )
n
u  ا ر ا ء )دون (    ط ا  ً.  

ل  أ/ ب   ه   )ا  ا )
n
u ر   و

د    أ/ ج   n : أ   1 6
n
u  

ه  ا/ د   )أدرس ا )
n
u   

)رب ا ر /ه   )
n
u  

د )3 ) ا ا )
n
v و( )

n
w  ّ  :  ا




1
n

n
n

u
v

u
و  ln( )

n n
w v 

) أن / أ     )
n
wوّل 2  أ ّ ا     

أ/ ب   
n
w n 

n
v n  

 :ّ أنّ / ج   
 

  
 

2

1

5
1

6

nn
uأ  ،


lim

nn
u  

ع nا / د    :ا ا   
0 1

1 1 1
...

n
n

S
w w w

  

   ا ا

( )
n
u  ّ د ا 2 ا ا

0
1u e   د n:2و أ  

1
(1 ) 1

n n
u u e     

د / أ  )1 ا أ  أ    n ن 1 0
n
u 

) أن ا/ ب    )
n
u   .ّ ر ؟    .  

د     )2 n :3(1أ  )
n n
v u  

)أنّ أ/ أ     )
n
v ّو ّ ا   ل    أ و

 ا/ ب   
n
v 

n
u nأ  ،


lim

nn
u  

n  :ّ أ  أ / ج          
0 1

ln ln ... ln ( 1)( 2 ln 3)
n

v v v n n   
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ا ا    ا

ب إ ا ا وا ي  ا , ,O i j
 

  

I. f  ّ د ا ا ا ل ا  ا 0;  :



4 1

( )
1

x
f x

x
)و  )

f
C ا  

ا )1 ه  ا ل fّ ا  ا 0; 

)ادرس و )2 )
f

C  ( )D د yذي ا x  

3( ( )
f

C و( )D ل  ا 0;6 

II. ا ( )
n
u و( )

n
v  ا   : 



 
 

0

1

2

( )
n n

u

u f u
و    



 
 

0

1

5

( )
n n

v

v f v
 

ا   أ / أ )1 ودر ا  :ا
0
u،

1
u،

2
uو

3
u؛

0
v،

1
v،

2
vو

3
v   دون. 

ه   /ب    رب   ا  ا )و )
n
u و( )

n
v  

n :أ أ  أ / أ )2 2
n
u و   5

n
v : 


3 13
2

  

ه ا / ب    )  ا  ا )
n
u و( )

n
v  

n :أ أ  أ / أ )3   
1 1

1
( )
3n n n n

v u v u  

:n  أ  ّ أ/ب   


 
    

 

1
1

0
3

n

n n
v u  

:ا أنّ/ ج   


 lim( ) 0
n nn
v u  ّد ) ؛   )

n
u و( )

n
v  

   ا ا

) ا  )
n
u ول ّ ا  ّ ا

0
0u د و n، أ    

1
6 16

n n
u u  

1( h ّ ا ا ل ا 8 ا ;
3

    
   : ( ) 6 16h x x و( )C  ي  ا  ا

ب إ ا ا وا ا , ,O i j
 

) ، و )  

د  )2 yا ذو ا x  )ا ا (  

ّ/ أ      أ ر ا ا  ور ا  

ا    ود ر ا ا
0
u،

1
u،

2
uو

3
u  

(C)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3

2

3

4

5

6

7

8

0 1

1

x

y



 

                                                                 ~17 ~                

ء(      ط ا  ً   )دون  و

ّ   /ب  ه  ل ا   ( )
n
u ر   و

د  /أ )3 ا أ  أ    n :  

                  0 8
n
u   

د ّ أ  أ/ ب      n:

 
 

 
1

(8 )( 2)

6 16
n n

n n

n n

u u
u u

u u
  

ه  ا/ ج    )ا ا )
n
u  

د  ّ أ/ أ )4 n: أ     
1

1
0 8 (8 )

2n n
u u 

د  ّ أ /ب    :n أ  
 

    
 

1
0 8 8

2

n

n
u ا 


lim

nn
u  

دس ا    ا

( )
n
u ول د ا  ا : ا ا

0
1u   د ؛nو أ  

1

2 4
3 3n n

u u    

)و )
n
v  د ا   :4ا ا

n n
v u   

) أنّ  )1 )
n
v ول ّ ا      أ و

أ   )2
n
v و

n
u n 

ه  ا )3 )ادرس ا )
n
u 

ع )4 أ ا
n
S :

0 1
...

n n
S u u u    

5( ( )
n
w د ا   :1 ا ا

5 1
5n

n

w
v

 
    

 

) أنّ ا/ أ )
n
w   ة   ا

)limأ/ ب )
n nn
u w


  

   ا ا

I. د ) ا ا )
n
u   م :  ا

1
2
n

n
u e


 )e ي ر ا س ا   ) أ

) أنّ  )1 )
n
u  ،  ُول  .  أ و ا

( )
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limأ )2
nn
u


ذا  ؟  ، 

ع nأ  )3 ا
n
S :

0 1
...

n n
S u u u    

II.  د )ln؛n،  أ   )
n n
v u )ln ر ا   ) ي إ ا

1(  
n
v nع ا )،  ا  )

n
v 

د nأ / أ )2 ا
n
P  :

0 1
ln( ... )

n n
P u u u    

د ا  / ب    n :4 ا 0
n
P n  

   ا ا

I. f ل ا ا  ا  ا 1;  :( ) ln( 1)f x x x    

رة، xد    )1 )إ )f x x 

ّ / أ  )2 ه   fّ ا

ن / ب      أ إذا  2; 1x e   ن ( ) 2; 1f x e   

II. ( )
n
u  ّ :    ا ا

0
1u e   د :nو أ  

1
ln( 1)

n n n
u u u     

ا أ  أ    )1  n  ؛ 2; 1nu e  

ه  ا  )2 )ادرس ا )
n
u 

رب ا  )3 )ر  )
n
u أ  ، 

   ا ا

) ا     )
n
u وا( )

n
v   ا:

 0
3u ،0

4v  د  و   : nأ  

1

3

4
n n

n

u v
v 


       و

1 2
n n

n

u v
u 


  

1أ )1
u،1v 2وu،2v  

د  )2 n:  أ   
n n n
w v u و




2

3
n n

n

u v
t   

) أن / أ  )
n
w ول       أ و ا

n  / ب
v nأ  ،lim

nn
w


  

)أ أن ا )3 )
n
u و( )

n
v ن   ور

) أن ا )4 )
n
t  أ  ،  
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)ا  ا )5 )
n
u و( )

n
v  

ون ا   ا

) ا )
n
u ول ا  ا

1

1
2

u   د وم nو أ    : 1

1
2n n

n
u u

n


  

أ )1
2
u،

3
u و

4
u  

د / أ  )2 وم؛n أ  أ    0
n
u   

ه  ا/ ب     )ادرس ا )
n
u ذا  ؟  ،  

د  )3 وم n  أ     : n
n

u
v

n
   

) أن/ أ    )
n
v أ      

  / ب  
n
v n د وم n،  ا أ  أ     :

2n n

n
v  

ل fا ا )4 ا  ا 1; : ( ) ln ln 2f x x x   

 أ

lim ( )
x

f x ا  ،

lim

nn
u   

ون ا ا وا   ا

) ا  )
n
u ا : 0 3u  د n،و أ     1

2
3 1

3n nu u n  

د 3uو 1u  ،2uا / أ )1 ،   أ  أ   3n، 0
n
u  

د / ب     ا أ  أ   4n، 3 4
n
u n   ا  ا  ،( )

n
u  

)ف ا  )2 )
n
v  :  د n، أ    9 30n nv u n  

) أن ا / أ     )
n
v ّ وّ    أ و   ل ا

د ا أ / ب    ،n أ  
         

2
9 3 30

3

n

nu n  

) ا  ا )1 )
n
w س ول  9ذات ا و ا 

0
30w  

   اn  ع ا   0 1 ...n nL w w w  ع  ا  ا   0 1 ...n nS u u u   

  ونا وا ا

( )
n
u د ا : ا ا

1
u e  د أو   n 1n  :

1

2 1
1

3 3n n
u u n


    

؛  )1 أ
2
u و

3
uه  ا ل ا     ،( )

n
u 
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د / أ )2 ا أ  أ    n 1n   :3
n
u n  

د / ب    1nّ أ  أ   ؛
1

1
( 3 )
3n n n

u u n u      ه ) ا ا )
n
u  

3( ( )
n
v  ا ا* :

n n
v u n  

) أنّ/ أ     )
n
v    ول ّ ا    أ و

  / ب   
n
v  

n
u  n  

د  )4 1n  أ    : 
2

1 1

2 2 2
...

3 3 3

n

n n
S v v v

     
        
     

 و  
1 2

...
n n
S u u u     و

2
n

n

S
T

n


  

  أ ا
n
S و

n
S  n ّ   ،lim

nn
T


  

  ونوا ا ا

( )
n
u  د ا : ا ا

0
6u    د :   nو ا  

1

1
3

4n n
u u    

د  )1 ا أ  أ    n  :4
n
u  

) أنّ  )2 )
n
u   .ذا  ؟ 

)  l  أنّ ا )3 )
n
u  :1

3
4

l l    ا  ،l 

د  )4 ) ا ا )
n
v  ا  : ln( 4)

n n
v u  

) أن / أ      )
n
v ول       أ و ا

  / ب    
n
v  

n
u  n  

ي /ج      د  ا 44:  ا  2 10
n
u     

: ا nأ  / د     
0 1

...
n n
S v v v     و

0 1
...

n n
T u u u     

ا ا ون ا   وا

( )
n
u  ول د   ا  

0
4u   د : n ، و أ  

1

4 1

4
n

n
n

u
u

u





   

أ  )1
1
u و

2
u  

د  )2 ا أ  أ    n  :1
n
u   

ه  ا  )3 )أدرس ا )
n
u  ؟ ذا   ،  
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4( ( )
n
v

 
د      :

1

1
n

n
n

u
v

u





   

)ّ أن/ أ    )
n
v ول ّ ا       أ و

م / ب   رة ا ا أ 
n
v  n  

:ا أن  /  ج  
1 1

1 1

5 3

5 3

n n

n n n
u

 

 





lim أ  

nn
u


   

 :أ   / د   
2 2 2
0 1

...
n n
S v v v     و

 0 1
...

n n
P v v v   

   
ون ا ا   وا

( )
n
v   ول ّ ا ود     

0
v وأq :   

0 2

0 1 2

5
4

3
. . 1

v v

v v v

 
 


 

  

أ/ أ )1
1
v س ول qوا  ه ا وا ا ا

رة ا ا/ ب    مأ 
n
v n  

ع/ ج     أ ا
n
S :

0 1 1
...

n n
S v v v    د ا ّ ا   ،n ن  :7

3n
S   

2( ( )
n
u  د ا :  *ا ا

0

2
3

u   و:
1

3 1
4 2n n

u u   

أ/ أ    
1
u و

2
u       

د / ب    2ن؛ n أ  أ  
n
u    

ه / ج    ) ا )
n
u ذا  ؟  ،  

3( ( )
n
w   ا :

n n n
w u v  

)أ أن ا/ أ     )
n
w   ، 

n
w    

رة/ ب    ا 
n
u n  أ  ،lim

nn
u


  

ع nأ  )4 ا
n
T :0 1 1

0 1 1

... n
n

n

u u u
T

v v v




    

ون دسا ا   وا

  ّ د ) ا ا )
n
u    ّ :ا

0
u   و


 2

1
2 3

n n
u u  ؛      د  
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I.   ّ ن  ( )
n
u    

II.  ّض أن  ،   ّ   
2
3

 

ّ، فّ )1 د )، ا ا )
n
v   : 

3
ln ln

2n n
v u   

)أ أنّ/ أ     )
n
v وّل ّ ا ّ   أ و  

0
v    

م /  ب    رة ا ا ا 
n
v n و   

،/ ج    د ّ :، أنّ n أ  
 

  
 

2

2 3
3 2

n

n
u   

نّ  / د      ( )
n
u ر  

ّ، فّ )2 د )، ا ا )
n
t  :

0

3
2

t   و

 

1
2

n n n
t t v    

ّ و        د ) ا ا )
n
w   ّ .: ا

n n n
w v t   

) أنّ  /أ     )
n
w ّ ّ    أ و  وّل    ا

0
w    

م/  ب    رة ا ا ا 
n
w nرة ، و ا 

n
t n  

ون ا ا   وا

) ا  )
n
u  ا:

0

1
3

u   د ،nو أ  


 
   

1

3 1
1

2 1 2n

n

u
u

   

د  )1 ا أ  أ    n ؛ 0 1
n
u  

: أن/ أ )2



 

1

2 (1 )

1 2
n n

n n

n

u u
u u

u
د   ه  اn أ   )،  ا ا )

n
u 

) أن ا/ ب     )
n
u  أ  ،  ر

)ف ا  )3 )
n
v  :  د   أn،



1

2
n

n

n

u
v

u
   

) أن / أ      )
n
v  ّ وّ    أ و   ل ا

أ/ ب    
n
v n وا

n
u nا    ا  ،( )

n
u  

اnا   )4


   
0 1 1

...
n n
S v v v و    

0 1 2
3 9 ... 3n

n n
T u u u u   

ون ا ا   وا
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( )
n
u ول ّ ا ة   ا   

1
u وأq :1 2 3

1 2 3

2 32

. . 216

u u u

u u u

   
 

  

أ/ أ )1
2
u س ول qوا  ه ا وا ا ا

م أ/ ب    رة ا ا
n
u n  

ع/ ج    أ ا
n
S :

1 2
...

n n
S u u u   د ا ّ ا   ،n ن  :728

n
S   

2( ( )
n
v  د ا :  *ا ا

1
2v  و:

1

3
2n n n

v v u   

أ/ أ 
2
v و

3
v  

د / ب وم n  أ    :2
3

n
n

n

v
w

u
   

  ّأن ( )
n
w 1  أ

2
 

 أ
n
w n  ا 

n
v n 

ون ا ا   وا

( )
n
u ا ّ :   ا

0
2u  و

1

2
1

3n n
u u    

أ  )1
1
u ،

2
u و

3
u 

2( ( )
n
v  د ا   :2ا ا

3

n

n n
v u

 
   

 
 

  ّا أن  ( )
n
v  رة ، ا 

n
u n 

 أlim
nn
u


 

3( ( )
n
w    :2 2

3 3

n

n
w n

 
   

 
 

 ع أ ا
n
S :   

1 2
...

n n
S w w w  

ن ا   ا

1( f    دا 1;2I     :2
( )

4
x

f x
x



 

 

ا / أ    ً   fأ أن ا ة    Iا
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د  / ب   )ن   x I أ  أ   )f x إ I  

)فّ ا )2 )
n
u  ول ا  ا

0

3
2

u   د :  n، و أ  
1

( )
n n
u f u   

د  / أ    ا أ  أ    n :
n
u إ I  

ه  ا/ ب   )أدرس ا )
n
u ر   ،  ا 

د  / أ )3 ا أ  أ    n  :1
1

3
1

2

n n
u  

 
 

 

  

)أ  ا / ب   )
n
u

  
ن ا ا وا  ا

) ا )
n
u ّ  :  ا

0
1u  ؛

1

1
2

u    د :nو أ  
2 1

1
4n n n

u u u    

) او    )
n
v  ّ :  ا

1

1
2n n n

v u u   

)أ أنّ  )1 )
n
v ول ّ ا ، و ّ   أ  

0
v 

م )2 رة ا ا ا 
n
v  n  

ع   nا ،  )3  :، ا   
0 1

...
n n
S v v v  

د  )4 n :n  أ  
n

n

u
w

v
   

ا/ أ    
0
w  ّأن ّ   ،( )

n
w

 
ّ   أ  .  

م/  ب    رة ا ا ا 
n
w   n د ّ أ    ،n   ي :ا 2020nwe    

ن ا ا  وا

( )
n
u  ول 3ا ا  ا

0
4u e  د n  :، و أ   

1
2

n n
u u  

د / أ )1 ا أ  أ    n4؛
n
u  

ه  ا/ ب     )أدرس ا )
n
uذا  ؟  ،  

د  )2 ) ا ا )
n
v  ا :  ln 2 ln 2

n n
v u  

)أ أن / أ     )
n
v ول       أ و ا

أ / ب   
n
v n  أن ؛  

3

24
n

n
u e أ  ،lim

nn
u
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د ا/ ج    ي  n ا : ا      2021ln2
0 1

... 6 1
n

v v v e  

ع  nأ  )3 ا
n
S :2 2 2

0 1
...

n n
S v v v     

ن ا ا  وا

( )
n
u ول ّ ا د ا  : ا ا

0

13
4

u   د ؛nو أ  
1
3 3

n n
u u     

د   )1 ا أ  أ    n 3ن 4
n
u  

د   أ  أ )2  n؛
2

1

7 12

3 3
n n

n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
)، وا أنّ  )

n
u  ة  ا

ذا )3 )ر  )
n
u ر 

4( ( )
n
v  ا ا :ln( 3)

n n
v u  

) أنّ/ أ    )
n
v ول ّ ا       أ و

ّ  / ب  
n
v 

n
u n أ  ،lim

nn
u


  

د / ج   :n  أ  
0 1

( 3)( 3) ... ( 3)
n n
P u u u       

 أ
n
P n ّأن ّ   ،1

lim
16nn

P


  

ا ا ن ا  وا

) ا ا )C ا    ا f ا ا 

ل ا 0;1 2؛
( )

1
x

f x
x




  

)و  )d د وا ذ yا x  

1( ( )
n
u  ّا د ا ول   ا ّ ا

0

1
2

u  

د  و أ  
1

( )
n n
u f u  

ود/ أ   ،   ا ا ا  ور ا أ ر 
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u  ا ر ا     

ط ا     زا    دون  

ه  ا / ب  ل ا   ( )
n
u ر   و

ا/ أ )2 ل fأ أنّ ا ة   ا ا 0;1 

(Cf)

(d)

0 1

1

x

y
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د / ب     ا أ  أ    n0؛ 1
n
u   

ه  ا/ ج     )ادرس ا )
n
u  

3( ( )
n
v  د ا :  ا ا

1
n

n
n

u
v

u


 

) أنّ / أ     )
n
u  1    أ

2
ول،  ّ ا ب   

0
v  

)أ / ب    )
n
u  

ن ا ا   وا

( )
n
u  ول د   ا  

0
1u   د : n، و أ  

1

1
4

3n n
u u    

د   n  :6  أ  
n n
v u   

د  / أ )1 6n؛  n أ  أ  
u   

ه  ا/ ب   )ا ا )
n
u ؟ )أ  ا/ ج     ذا  )

n
u  

) أنّ / أ )2 )
n
v ول ّ ا       أ و

أ / ب    
n
v  n  وا ،

n
u  n  

0: ا nأ /  ج     1
...

n n
S u u u    2و

0 1 2
3 3 ... 3n

n n
T v v v v      

) ا )3 )
n
w  ا:

0
1w    د : n، و أ  

1

1 1
n n

n
w w

n n

 
  
 

  

د / أ     وم  أ  أ     n  :
1 1

2
n n n
w w w    

)ا أن ا / ب    )
n
w    د  / ج n  :2 أ  أ   1

n
w n   

دس ا ن ا   وا

) ا )
n
u ّ  : ا

0
3u و

1
6u   د n:و أ    

2 1

5 1
4 4n n n

u u u  

) او )
n
v و( )

n
wّ    : ا 

1

1
4n n n

v u u و  7
n n
w u  

) أن/ أ  )1 )
n
v   

د ا أنّ، / ب        ؛ n أ  

 

1

1
( 21)
4n n

u u  

ا أنّ،/ أ )2 د    ؛n أ  


 
1
7

n n
u u  
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)ّ أنّ ا/ ب   )
n
u وا ،  ر

)أ أنّ  )3 )
n
w أ   ّ ول  ّ ا  ، و

د  ا أ/ أ )4 ؛n أ  


 
   

 

1

1
7

4

n

n
u   

ى  ا/ب   ة أ )أ  )
n
u  

ن ا ا   وا

) ا  )
n
u  ا:

0
0u   د ،nو أ  


  

1
3 2 1

n n
u u n   

)ف ا  )
n
v   د n، أ     

n n
v u n  و ن   دان 

د )1 ن ا و ّ ا  ( )
n
v ول ّ ا ب أ و   ، 

nأ   )2
v و

n
u n  

اnا  )3   
0 1

...
n

S v v v و   
0 1

...
n n
T u u u   

ن ا ا   وا

) ا )
n
u  ول ا  ا

0

1
4

u  د n  :، و أ    2
1 2

n
n n

u
u u  

1أ  )1
u 2وu 

د  / أ )2 ا أ  أ    n : 
1

0
4n

u 

)ا ّ أن/ ب    )
n
u   ، ر ا  ّ   أ

د  ّ أ/ أ  )3 ؛n أ  



1

3
4n n

u u  

د ا أ / ب    ؛n أ  
 

  
 

1 3
4 4

n

n
u       ا/ ج


lim

nn
u   

ن ا ا ا ا   ا(  وا  )ك   ا

( )
n
u   د ا   ا ا  ا

1
2

1

n
x

n
n

u e dx



    

أ )1
0
u  د  ،  أ ، أ  أ   ا ل  0؛nأ ا

n
u  

أ  )2
n
u n   أ أن  ،( )

n
u أ     

قnأ  )3 ا
1n n

u u  ه  ا ) ا  ا )
n
u 

)ا أن ا  )4 )
n
u ر ،  أ  
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ع  nأ  )5 ا
n
S :

0 1 1
...

n n
S u u u    أ  ،lim

nn
S


 

ن ا ر  ا

)فّ ا )1 )
n
u  ول ا  ا

0
2u   د :  n، و أ  

1

5

2 3
n

n
n

u
u

u 


 

د/ أ    د  bو aا  ا :n  أ  
1 2 3n

n

b
u a

u
 


  

د  / ب   ا أ  أ    n :1
n
u   

ه  ا/ ج   )أدرس ا )
n
u  ، أ ذا lim

nn
u


  

د  )2 ) ا ا )
n
v  ا  : 

1
n

n
n

u
v

u


 

)ن  أ/ أ     )
n
v ول   / ب       أ و ا

n
v  

n
u  n 

 ا   )3
n
S و

n
:

0 1
...

n n
S v v v    و

0 1

1 1 1
...

n
n

u u u
     

أ
n
S n  أن ّ   ،1

n n
n S     

ن ا ر ا وا   ا

)ا )C    ،   وا  ا ا , ,O i j
 

   

ا   fا 0; :2( ) ln(1 )   f x x x   

( )C  أ ا  ا ر ا  " "o   

ر أ  أ  )1  ، x اءة  0;:2ln(1 ) x x  

) ا )2 )nu  0:ا
3
2

u   و أn   :2
1

1 ln(1 )
2  n nu u  

1و  n  :0nu أ  أ /  أ   
1
2 n nu u   

n  :3ا أ  أ /  ب   1
2 2
   
 

n

nu   وا أ أن( )nu  د   ر و

) ا )3 )nS  ا :0 1 ...   n nS u u u  

) أن ا/ أ )nS  ة   ا

(C)

2 3 4

-1

0 1

1

x

y



 

                                                                 ~29 ~                

:  n  أ  أ  / ب
3 13
2 2
    
 

n

nS ر    وا أ 

ن ا ر   ا وا

1( f    دا 1;3I     :5 3
( )

1
x

f x
x





 

ا / أ    ً   fأ أن ا ة                  Iا

ن/ ب   x أ إذا  I ن( )f x I  

)ف ا )2 )
n
u  ول ا  ا

0
2u   د :  n، و أ  

1
( )

n n
u f u   

د  / أ    ا أ  أ    n :1 3
n
u   

ه  ا/ ب   )أدرس ا )
n
u ذا  ؟  ،  

د  )3 ) ا ا )
n
v  ا  : 

3

1
n

n
n

u
v

u





 

) أن / أ  )
n
v ول       أ و ا

  / ب 
n
v n  ا أ  أ n   :2

1
2 1n n

u


 


lim،  أ 
nn
u


 

ا  nأ  )4
n
S و

n
T: 

0 1
...

n n
S v v v   و

0 0 1 1
...

n n n
T v u v u v u    

ن ا ر  ا وا

( )
n
u   د ا : ا ا

0
0u   د ؛nو أ  

1

1

3
n

n
n

u
u

u





  

د / أ )1 ا أ  أ    n 1ن
n
u   

) أن ا/ ب     )
n
u     

)ا أنّ ا/ ج     )
n
u  ر ،  أ  

2( ( )
n
v  ا ا  :1

1n
n

v
u




 

) أنّ/ أ     )
n
v  ّ ول    أ و    ا

  / ب   
n
v 

n
u n  

ع  n أ )3 ا
n
S :

0 1
...

n n
S v v v    
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ا و ا نا ر  ا

( )
n
u  ول د   ا  

0
1u   د : n، و أ  

1
2 3

n n
u u  

  

1( h  ل ا ا  ا 3ا ;
2

    
  ( ) 2 3h x x  

  ( )Cا و ( ) د yا ذا ا x   

ب إ   و     ي ا    )أ ا ا ( ا

ود / أ     ا ا ر ا   
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u  

ط ا(          )دون   

ه / ب    ل ا   ( )
n
u ر   و

د  )2 ا  أ  أ    n  :0 3
n
u   

ه  ا / أ )3 )ادرس ا )
n
u  

)ا أن ا/ ب    )
n
u  أ  ، limر

nn
u

  
ن ا ا ر  وا

( )
n
u   د ا : ا ا

0
u   د ؛nو أ  

1

7 2

8
n

n
n

u
u

u





  

1(   ن  أ ا )ا  )
n
u  

ض أنّ 
0

0u   ،أ
1
u  ،

2
u 

 د ا د  bو a ا :n  أ  
1 8n

n

b
u a

u
 


  

د / ج  ا أ  أ    n 0ن 1
n
u ه  ا )،  ادرس ا )

n
u 

2( ( )
n
v  ا ا  :

2

1
n

n
n

u
v

u





 

) أنّ/ أ    )
n
v   ول ّ ا     أ و

  / ب  
n
v 

n
u n أ  ،( )

n
u  

أ    )3
n
S و

n
:

0 1
...

n n
S v v v    و    

0 1
...

n n
v v v 

دس ا ن ا ر  وا

2 3 4-1

2

3

0 1

1

x

y
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( )
n
v ول ّ ا ود       

1
v وأq :3 7

2 6

ln ln 8 2 ln 2

ln ln 4

v v

v v

   
   

  

أ )1
1
v س م qوا رة ا ا ه ا ،  أ 

n
v n  

اء )2 أ ا
n
P :

1 2
...

n n
P v v v       

3( ( )
n
u  د ا : *ا ا

1
ln ln

n n n
u v v   

) أن / أ    )
n
u   ب    أ /  

n
u n  

د )4 4 ا ln 2 3 ود ا   ( )
n
u  

نو ا ا ر  ا

( )
n
u   د     :

2 1

4 1
3 3n n n

u u u   و
0
1u  و

1
2u   

)ا )
n
v  ا :

1n n n
v u u   

أ )1
0
v و

1
v 

) أنّ ّ )2 )
n
v أ     

ع nأ / أ )3 ا
n
S :

0 1
...

n n
S v v v    

د / ب    3؛n أ  أ   1
1 1

2 3

n

n
u

         
    

)ّ أن/ ج    )
n
u ر  

ن ا ا ر    وا

I. ا( )
n
v     : 




15

6

n

n n
v 

) أنّ  )1 )
n
v     وّل أ ّ ا  و

ا )2

lim

nn
v 

II. ا( )
n
u  ّ  

0
1u  د n: 1و أ  

5 6
n n
u u


  

د  ا  )1 ؛ nأ  أ   1 6
n
u 

ه  ا )2 )ادرس ا )
n
u. 
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،/ أ )3 د   أ n ، أ    
1

5
6 (6 )

6n n
u u 

،  /ب   ّ د ّ أ ؛n أ    0 6
n n
u v  .ا


lim

nn
u 

ن ا ا ر    وا

( )
n
u د ا ا  :  ا 2

0
u e د و وم  أ    n؛ 1n

n

u
u

e
  

( )
n
v  د ا  :  ا ا

1 1
ln
2 2n n

v u .  

)ّ أنّ  )1 )
n
v 1  أ

2
وّلّ أ     ّ ا

أ )2
n
v n  رة ا 

n
u n 

ع nا  )3 ا
n
S؛:

0 1
...

n n
S v v v    ا  ،


lim

nn
S  

اء nا  )4 ا
n
P؛:    

0 1
...

n n
P u u u ا  ،


lim

nn
P  

ن ا    ا

I- f  ا ا   :  ا
 

2

2
( )

2 2 1

x

x x

e
f x

e e
 ( )

f
C  ا   

أ )1

lim ( )
x

f x و

lim ( )
x

f x   

؛ x ّ أ  أ  )2 
 

2

2 2

2 (1 )
( )

(2 2 1)

x x

x x

e e
f x

e e
  

ا )3 ه  ا ا fا ا ول     

)أ )4 )
f

C  ):ln2 0,7 ( 

ل ا  m  و  ا ا )5 : دد  2( )f x m 

I.  د ا  ا ا
0

3
4

u  و أn  : 
1

(ln( ))
n n
u f u   

:n ّ أ  أ / أ )1
 

 
   

 

1 2

1

1
1 1

n

n

u

u

أ/ ب    
1
u و

2
u  

د / أ )2 ا أ  أ    n: 
1

1
2 n

u   

ه  ا/ب    )أدرس ا )
n
uذا  ؟  ، 
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د  )3 ) ا ا )
n
v  ا  : 1

ln 1
n

n

v
u

      
 

) أن / أ     )
n
v ول       أ و ا

  / ب   
n
v  

n
u  n أ lim

nn
u


أ/ ج   


  

0 1
lim( ... )

nn
v v v  

ا ا نو ا    ا
  

  
نو ا ا    ا
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نو ا ا    ا
  

  
نو اا ا    ا
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نو ا ا    ا

  
نو دسا ا    ا
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ول   ا ا

ا أا/ أ )1 د  أ :ن    n، 0 1
n
u   

:  ( ) : 0 1
n

P n u ،  

    (0)P  )أي  أ 0n (: 
0

1
4

u  أي 
0

0 1u   

 ض  ا( )P n أي 0 1
n
u و  ا( 1)P n أي 

1
0 1

n
u  

 



  

        


  



    


     


         


1

1 1 1

1 1 1
0 1 4 4 5

5 4 4
10 5

2
4 2

5 10
2

2 4
5 10

3 3 3 2
2 4

1 1
1 0 1 0 1

2 2

n

n n
n

n

n

n

u

n n n

u u
u

u

u

u

u u u

 

و ا   ( ) : 0 1
n

P n u   د    n أ  

)أنّ ا ن/ ب )
n
u  ة    ا

ّ أنّ   
1

0
n n
u u :  

 



 



 
      

   
  




 
   
 
  



 



1

2

3( 4) ( 4)10 10
3

4 4 4 4
2

4

( 1)( 2)

0
4

n n n
n n n

n n n n

n n

n

n n

n

u u u
u u u

u u u u
u u

u

u u

u

  

  0 1
n
u و   1 1 0

n
u وأ ،  2 2 3

n
u وأ  4 4 5

n
u  

)و ا )
n
u  ة   ا
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 ر ج أ  ) أن ا: ا )
n
u  ودة) 0 1

n
u (ر ة    ا   و

)ا أنّ ن/ أ )3 )
n
v أ 

5
2

q  

 :ّ أنّ     
1

5
2n n

v v  







  

    
    

       
  




 


 


1
1

1

5 1010 10
3 2 5

2 4 4 4 5 10

1 10 10 2 2 2 2
1 3 2

4 4 4
5( 2)

2( 1)
25 5

. .
2 1 2

n

n n n n n
n

n n n

n n n

n

n

n
n

n

u

u u u u u
v

u u u
u u u

u

u
u

v
u

  

)و )
n
v أ 

5
2

q  

  
n
v n: أو 

0
v؛


   

 

0
0

0

1
22 94 3

1 1 3
1
4

u
v

u
 

 و 
0

n
n
v v q و

 
   

 

5
3

2

n

n
v 

ت أ/ ب د  :إ n، أ   

3

1
1n

n

u
v

   




            




     


   
    

  

  


2

2
(1 ) 2 2 2

1
2

2 (1 )
1

1 3 1 3
1 1 1

3
1

1

n
n n n n n n n n n n n n

n

n
n n n n

n

n n
n n

n n n

n
n

u
v v u u v v u u v u v u

u
v

v u v u
v

v v
u u

v v v

u
v
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 ج اا

lim

nn
u  

 أنّ
 

 
    

 

5
lim lim 3

2

n

nn n
v ن

 



  




3
lim lim 1 1

1nn n
n

u
v

  

  ا ا

I. ا ّ ا ل fأنّ ا ة   ا ا 4;1  

  أن ّ ( ) 0f x ل  ا 4;1 :  
 2

49
( )

( 11)
f x

x
ا و  ة    fا ا

ل ا 4;1  

 أ: ن أ   4;1x   ّن ( ) 4;1f x    

 4;1x   ه  4 1x و  ( 4) ( ) (1)f f x f  ّو أن

13

(1)
12

f و  ( 4) 4f 

ن
   

13
4 ( ) 1

12
f x و  4 ( ) 1f x و ( ) 4;1f x   

II.  

ود )1  ا
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u    ا  ر ا

  

  

 

 

 

 

 

 ا: ( )
n
u   ر )    و )

f
C  و( )    

ا أ  )2 د  :ا  n، أ    4 0
n
u  

؛  ( ) : 4 0
n

P n u    (0)P  )أي  أ 0n (  


0

0u  أي  
0

4 0u   إذن ا  

)ض  ا )P n أي  4 0
n
u و  ا( 1)P n أي  

1
4 0

n
u  

-1-2-3-4

-1

-2

-3

-4

0 1x

y

u 0u1u 2u 3
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   4 0
n
u و 4;1nu     و ( ) 4;1nf u   و  

1
4 0

n
u  

 ن أنّ ا( )
n
u   : ّأن   

1
0

n n
u u 



     
     

  

2 2

1

3 16 8 16 ( 4)
0

11 11 11
n n n n

n n n
n n n

u u u u
u u u

u u u
  

)ا و )
n
u     

3(    1 4
n n n
v u v   

ت/ أ )أنّ ا إ )
n
v أ 

1
7

q   

  ّأن   
1

1
7n n

v v: 

أو  1 4
n n n
v u v ه  4 1

n n n
v u v و ( 4) 1

n n
v u و


1
4n

n

v
u

 

و



1

1

1
4n

n

v
u

  و 


  

  

      
     


 

  
     

    

1
1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
4 4 3 16 4 7 28 4

4
11 11

11 11 41 7 1
7 28 4 7( 4) 7( 4) 7( 4) 7

n n
n n n n n n

n n

n n n

n n n n n

v v
u u u u u u

u u
u u u

u u u u u

  

)و )
n
v أ 

1
7

q  

  ع S ب ا      
0 0 1 1 2016 2016

...S v u v u v u  

  4 1
n n n
v u v  د    أn و  

  
  
  

  

0 0 0

1 1 1

2 2 2

2016 2016 2016

1 4

1 4

1 4

1 4

v u v

v u v

v u v

v u v

  

ف  ف     
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0 0 1 1 2016 2016 0 1 2016

0 1 2016

... 1 4 1 4 ... 1 4

(1 1 ... 1) 4( ... )

v u v u v u v v v

S v v v
  

  1 1 ... إذن )ة 2017(، 1     1 1 ... 1 1 2017 2017  

و   
0 1 2016

...v v v ع   و    
0 1 2016 0 2016

2017
... ( )

2
v v v v v  

0
v و

2016
v: 

0
0

1 1
4 4

v
u

ن 
0

0u  

:وأ    
0

1 1
4 7n n

v v nr v n و  
2016

1 1 1153
.2016

4 7 4
v  

و
 

      
 

0 1 2016

2017 1 1153 2327618
...

2 4 4 8
v v v  

و       
2327618

2017 4 2017 1163809 1161792
8

S S و 1161792S  

  ا ا

1( ّ :ب ا
1
u و

1
v 

      
1 0 1

3 3 7
1 1 1

4 4 4
u u u و      

1 0 1

3 3 11
1 6 1

4 4 2
v v v 

/ أ )2 
2 1n n

u u  
1n n

u u 

         
2 1 1 1

3 3 3
1 1 ( )

4 4 4n n n n n n
u u u u u u و    

2 1 1

3
( )
4n n n n

u u u u 

ا / ب   ن  )ا ن أنّ ل ا )
n
u ة  وا )ا )

n
v  .  

  ّأن   
1

0
n n
u u  ؛  

1
( ) : 0

n n
P n u u 

P  :(0)   ؛    
1 0

7 3
1 0

4 4
u u   

)ض  ا )P nأي  
1

0
n n
u u و  ا( 1)P n أي  

2 1
0

n n
u u  

  
1

0
n n
u u و  

1

3
( ) 0
4 n n
u u إذن  

2 1
0

n n
u u ن    

2 1 1

3
( )
4n n n n

u u u u  

  ّأن   
1

0
n n
v v  ؛  

1
( ) : 0

n n
P n v v 
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 أو    
2 1 1

3
( )
4n n n n

v v v v   

P  :(0)   ؛
    

1 0

11 1
6 0

2 2
v v   

)ض  ا )P nأي  
1

0
n n
v v و  ا( 1)P n أي  

2 1
0

n n
v v  

  
1

0
n n
v v و  

1

3
( ) 0
4 n n
v v إذن  

2 1
0

n n
v v ن    

2 1 1

3
( )
4n n n n

v v v v  

3(  
n n n
w u v  

)ن أن ا )
n
w أ   q وّل ّ ا و

0
w   

 أن   
1n n

w w q  :   
1 1 1n n n

w u v 

و         
1 1

3 3 3 3 3
1 1 ( )

4 4 4 4 4n n n n n n n n
w u v u v w w w  

)و )
n
w  أ  

3
4

q ول ّ ا و     
0 0 0

1 6 5w u v  

 
n
w n:

 
      

 
0

3
5
4

n

n
n n
w w q w  

)أنّ ا ن )4 )
n
u و( )

n
v ن  ور

 


lim
n nn
u v : و

  

 
     

 
0

3
lim lim lim 5 0

4

n

n n nn n n
u v w  

 ّا  أن( )
n
u ة  وا )ا )

n
v و ،  


 lim 0

n nn
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