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  
  

  

 
 

 
    

 

 
 

 
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          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

                                                                 ~3 ~                

 
 

 



 والدين الكريمين حفظهما الله وكل أفراد أسرتيإلى ال 
 إلى كل من علمني حرفا في هذه الدنيا الفانية 
 إلى جميع أفراد الأسرة التربوية في الجزائر وخارجها 
 إلى كل من لم يدخر جهدا في مساعدتي 
   إلى كل مجهولX ʮهو حل لمعادلة النجاح في البكالور 

  المتواضع إلى كل هؤلاء وهؤلاء أهدي هذا العمل
  وأسأل الله أنّ يجعله نبراسا لكل طالب علم

  
  
  

  ةـــد حاقــمالأستاذ مح
  خريج المدرسة العليا للأساتذة

  الجزائر -القبة القديمة -



 

                                                                 ~4 ~                

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 



 

                                                                 ~5 ~                

 
 



 


)نسمي متتالية: تعريــف )1 )
n
u  كل دالة معرفة على أو جزء من خذ قيمها فيϦو 

 مثـــال :( )
n
u متتالية عددية معرفة على  3:كما يلي 2

n
u n  ) متتالية معرفة بعبارة الحد العام(  

  نحسب الحدود الثلاث الأولى منها

0
3 0 2 2u      ،  

1
3 1 2 5u      ،  

2
3 2 2 8u      

 تسمى الدالة  :ملاحظـــةf الĐالمعرفة على ا 0; 

):بــــ ) 3 2f x x  لمتتاليةʪ لدالة المرفقةʪ( )
n
u  

  طـــرق دراســـة اتجــاه تغيــر متتاليـــة  )2

نحسب الفرق التالي: الطريقـــة الأولـــى
1n n

u u  فإذا كان  

   خذ المثال السابق: مثـــالϨ3 2
n
u n  أولا ،

نحسب
1n

u :
1
3( 1) 2 3 5

n
u n n      ومنه  

1
3 0

n n
u u     ّنستنتج أن ،( )

n
u متزايدة تماما  

هذه الطريقة يشترط فيها المتتالية: الطريقـــة الثانيـــة( )
n
u   كل

1nنحسب النسبة التالية، حدودها موجبة تماما

n

u

u
 فإذا كانت  

  

 إذا كانت الدالة :  الطريقــة الثالثـــةf لمتتاليةالمرفقʪ ة( )
n
u  متزايدة

)، فانه يمكن معرفة اتجاه تغير )
n
u  من إشارة الفرق بين الحدين

0
u 

و
1
u إذا كان ، 

  

  

  

  

  اتجاه التغير  الإشارة

1
0

n n
u u    ( )

n
u متزايدة تماما  

1
0

n n
u u    ( )

n
u متناقصة تماما  

1
0

n n
u u    ( )

n
u بتʬـــ   ةـــــ

  اتجاه التغير  نسبةال
  ( )

n
u متزايدة تماما  

  ( )
n
u متناقصة تماما  

  ( )
n
u بتʬــــ   ةـــــ

  اتجاه التغير  الإشارة

1 0
0u u   ( )

n
u متزايدة تماما  

1 0
0u u   ( )

n
u متناقصة تماما  

1 0
0u u   ( )

n
u بتʬـــ   ةـــــ

1 1n

n

u

u
 

1 1n

n

u

u
 

1 1n

n

u

u
 
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 المتتاليـــات المحـــدودة )3
)/ أ            )

n
u  معناه  الأسفلمحدودة من

n
u A مهما كانn من  حيث )A  (  

)/ب           )
n
u  معناه  الأعلىمحدودة من

n
u B مهما كانn من  حيث )B  (  

)/ ج            )
n
u أي محدودة معناه محدودة من الأسفل ومن الأعلى 

n
A u B  

)م لإثبات صحة خاصيةيستخد: ʪلتراجـــع) الاستدلال( البرهــان )4 )P nلأعداد الطبيعيةʪ تتعلق 

ــوع مــن البرهــان خطوتيــن همــا   لهـــذا النـ

)التأكد من صحة الخاصية :أولا )P n من أجل
0
n حيث

0
n تكون لغالبفي ا(  رتبة ابتدائية

0
0n (  

)نفرض صحة: ʬنيا )P n ونبرهن صحة( 1)P n   )الخاصية الوراثية (  

  :تينملاحظـــ

)تسمى/ أ       )P n لتر / ب    في البرهان فرضية التراجعʪ اجع إثبات أن متتالية محدودةمن بين استعمالات البرهان  

  متتاليــــة وتباعد تقــــارب )5
 إذا كانتlim

n
u l حيث:l   فان( )

n
u متقاربة  

 وإذا كانتlim
n
u   أوlim

n
u   أوlim

n
u غير موجودة فان( )

n
u متباعدة  

نظريـــة أخــرى لمعرفــة تقـــارب متتاليــة: نتيجة  
)إذا كانت/ أ     )

n
u متزايدة ومحدودة من الأعلى فان( )

n
u متقاربة  

)إذا كانت /ب    )
n
u متناقصة ومحدودة من الأسفل فان( )

n
u متقاربة  

 هناك طريقتين:  حســـاب Ĕايـــة متتاليـــة )6
): أولا )

n
u f n )ستخدام قواعد الدوال المعروفة) عبارة الحد العامʪ تحسب النهاية  

:ʬنيا
1

( )
n n
u f u   )فإذا كانت) ةعلاقة تراجعي( )

n
u متقاربة فإننا نحل المعادلة( )f l l  

)في بعض التمارين المعادلة: ملاحظــة )f l l  لتالي علينا رفض كل الحلول عدا واحد فقطʪتقبل أكثر من حل و

  أو اتجاه تغيرها) المحدودية( حدود المتتالية  ويكون سبب الرفض إما اĐال الذي تنتمي إليه

)نقول عن المتتاليتان: المتتاليتان المتجاورتين )7 )
n
u و( )

n
v  متجاورتين إذا كانت إحداهما متزايدة والأخرى متناقصة

limو ( ) 0
n nn
u v


   

limين متقاربتان والمتتاليتان المتجاورت :ملحوظة lim
n nn n
u v

 
  
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  ة ــــــــــة الهندسيـــــــــالمتتالي  ة ـــــــــة الحسابيــــــــالمتتالي   ةــــــالمتتالي
  

  تعريفها
)المتتالية  )

n
u حسابية أساسهاr يعني أنه  من أجل

،  nكل عدد طبيعي
1n n

u u r    

)المتتالية  )
n
u هندسية أساسهاq  يعني أنه من

n، 1nأجل كل عدد طبيعي n
u u q    

عبارة الحد 

  العام

)
n
u  

  ) nةبدلال

إذا كان الحد 

الأول
0
u   

  
  

0n
u u nr    

  

  

  

0
n

n
u u q    

إذا كان الحد 

الأول
1
u  

  

1
( 1)

n
u u n r    

  

1
1

n
n
u u q    

حدين  العلاقة بين

)
n
uو

p
u(  

  

( )
n p
u u n p r    

  

n p
n p
u u q    

  

  رتبة حد
  إذا كان

الحد الأول
0
u  

  

  1+دليل الحد= رتبة الحد 

الحد الأول
1
u  

  

  ليل الحدد= رتبة الحد 

a،b  وc  ثلاث حدود
  متتابعة من المتتالية

2b a c    
b الوسط الحسابي للعددينa  وc  

2b a c    
b  الوسط الهندسي للعددينa  وc  

  
  

  حدود متتابعة للمتتالية مج

0 1 0

1
( )

2n n

n
u u u u u


      

1

0 1 0

1
.
1

n

n

q
u u u u

q


   


  

1

1
( )

2p p n p n

n p
u u u u u

 
      

1

1

1
.
1

n p

p p n p

q
u u u u

q

 



   


  

)اتجاه تغير  )
n
u  

  

)فإن 0rإذا كان )
n
u بتةʬ.  

0rإذا كان  فإن( )
n
u متزايدة تماما.  

0rإذا كان  فإن( )
n
u متناقصة تماما.  

  

)فإن 1qإذا كان )
n
u  بتة أيʬ

1n n
u u   

0q من أجل   1وq : 

إذا كان
0
( 1) 0u q  فإن  

( )
n
u متزايدة تماما.  

ذا كانإ
0
( 1) 0u q    فإن     

( )
n
uمتناقصة تماما.  

0q إذا كان  فإن( )
n
u ليست رتيبة  
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  والخواص الهامة نتائجبعض ال )8
  

1(   
  م - غ                          

2( ( )
n
u و( )

n
v متتاليتان هندسيتين أساسهما

1
q و

2
q على الترتيب وحداهما

0
u و

0
v و( 0)

n
v 

- 1

n
v

     
امتتالية هندسية أساسه  

2

1
q

وحدّها الأول 
0

1
v

  

- n

n

u

v

     
1متتالية هندسية أساسها  

2

q

q
0وحدّها الأول 

0

u

v
  

-  n n
u v متتالية هندسية أساسها

1 2
.q q وحدّها الأول

0 0
.u v  

 الإنتقال من متتالية حسابية إلى الهندسية والعكس )3

 إذا كانت( )
n
u أساسها )موجبة تماما( هندسية  متتاليةq، فان(ln( ))

n
u متتالية حسابية أساسهاlnr q 

 إذا كانت( )
n
u أساسهاحسابية  متتاليةr، فان( )nue أساسها هندسية متتاليةrq e 

4(  a عدد حقيقي غير معدوم 

.../أ ( 1)a a a a n     حيثa   مكررة 1n مرة  

...1/ ب na a a a     حيثa   مكررة 1n مرة  

/ ج
( 1)

0 1 2 0 1 2 ... 2...
n n

n na a a a a a


         

 لتوضيح ذلك Ϩخذ تطبيق: ــلتمثيــل حدود متتاليــة علــى محــور الفواص )9

) :تطبيق  )
n
u  متتالية عددية معرفة بحدها الأول

0
1u   ومن أجل كل عدد طبيعي ،n :

1
2 3

n n
u u    

Đ3ال الدالة المعرفة على ا fلتكن 
,
2

 
  
 
)كما يلي   ) 2 3f x x    ( )C تمثيلها البياني و( )dالمعادلة  والمستقيم ذ

y x  في المستوي المنسوب إلى معلم  
   )أنظر الشكل المقابل ( متعامد ومتجانس 

مثل على محور الفواصل الحدود  :المطلوب
0
u ،

1
u  ،

2
u و

3
u   

  ) دون حساđا موضحا خطوط الرسم(  
  

0 ; 1 1

lim ; 1

; 1

n

n

q

q q

q


      

(Cf)

(d)

2 3 4-1-2

2

3

0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2u 3
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  اৡ৒঴࢓௧ோ اଘଐول

( )
n
u و( )

n
v ߁اد ࡴެެܸࡦޟެܸن ࡴݕ࢓ߖެܸنၫଘଐا ࠣၫࣝዖಠಚ ૄસၫ ࠣاࡦ࣍ަޟݕޟ ૊સݶ ሬሞᇾ: 

0

1
4

u     

പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn:  
1

10
3

4n
n

u
u

و    




2

1
n

n
n

u
v

u
  

n،࣊ަޟപ୥ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د :फउࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أنّ / أ )1 0 1
n
u  

)ݽໝແ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
u ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴެߢܸرݽࠣ ࡴ ܸᐮᏳأ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙.  

)ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ ݽໝແ أنّ/ أ )2 )
n
v ܸᐰ႐ܸࠤީ߁ࢲޟࠣ أࢲ

5
2

q ܸ߁ّࠤၭ ݎࡹ ౭ోၫ Ꭵ᎙ ߁ّࠤܸ اࡦݕܸمၭو
n
v ቼቮକଐ਑৶n  

n،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ :أძ჋ݚ أنّ/ ب    

3

1
1n

n

u
v

᎙Ꭵ اࢲჱީެ߱ اࡦᐮᐜܸݶࠣ 

lim

nn
u   

  ።ጒܸޯاৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

ࡴ߁ وࡴᄂ྅ܸႂެا଍ଉࢽެࣝي ࡴხࢽࣝب إ፜ፎ ࡴݕࣰࣴ ࡴެݕܸ , ,O i j
 

  

f ܸلസലമا ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ቼቮاኃቮا 4;1 ૊સݶ ሬሞᇾ:



3 16

( )
11

x
f x

x
   

)وࡦޟࡐࡹ )
f

C ،ܸಘಔ ࡷޯࡠ଍ଉا སཌީࠏ଍ଉا( ) ቼቮݕܸد଍ଉذو ا বঐࢽެߢ଍ଉاy x   

I. ቼቮاኃቮߢࢄّ أنّ ا༥စf ܸلസലമا ૄસၫ ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ 4;1 ّأن ໝّແݽ Ꭵ᎙ :ࡴࡹ أၱࡠ 

ᇬᆚ 4;1x   ّߖܸن ( ) 4;1f x    

II. ( )
n
u  ܸ߁ّࠤ༥࿿ ّࠣوّلࡴެެܸࡦޟࠣ ࡴݕ࢓ߖଘଐا

0
0u പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn، 

1
( )

n n
u f u 

1(  Ꭵ᎙ ߢܸݽࡠ଍ଉا ᇬᇊૄأހߢࡠ اࡦࣀસၫ ܸࡴࡠ ࡴޯࡠၭ  ߁ودஇॅࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ ا༥஽
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u )߁ودஇॅݶ࣍࡬ݧ ߾ࢽܸب ا କଐ 

( 

 ݇࢝ Ꭵ᎙౭ౄܸه ރݐ༩စޟީܸ ߾ࣝل اዖွီ  ࠣެެܸࡦޟ଍ଉا( )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

n،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउ: പ୥ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أنّ  )2  4 0
n
u ࠣެެܸࡦޟ଍ଉأنّ ا ໝّແݽ Ꭵ᎙( )

n
u ܸܸࡴೕೆ ࠣࡴެީܸߕࢤ 

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ )3 )
n
v ૊સݶ ሬሞᇾ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا: പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،  1 4

n n n
v u v   

)أძ჋ݚ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ     )
n
v ܸᐰ႐ܸأࢲ ࠣୃ෾ܸ߾ࢽ

1
7

q ࡷࣝعസലമأ߾ࢽݧ ا Ꭵ᎙ ،S ߾ޟݜ  

                              
0 0 1 1 2016 2016

...S v u v u v u  
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  ޯܸࡦݜاৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

સၫૄ اസലമܸل ا଍ଉݕ࢓ߖّࠣ fހݕ౭ోެ اኃቮاቼቮ اࡦݕ߁دݶࠣ ;1 ᚺݽ :

1

( )
2

f x
x

 .( )C  ፜ፎࢽࣝب إხ଍ଉࢽެࣝي ا଍ଉا ።ጼ ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ

ᄂ྅ܸႂެ଍ଉެݕܸࡴ߁ وا଍ଉݕࣰࣴ ا଍ଉا , ,O i j
 

)، وࡦޟࡐࡹ ) ቼቮݕܸد଍ଉذو ا বঐࢽެߢ଍ଉاy x  

( )
n
u ߁ࠤ༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉولاଘଐا ܸ

0
u ߾ޟݜ  

0
1u  

n،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥و 
1

( )
n n
u f u  

 ༥஽ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ  ၭܸࡴࡠ સၫૄ أၫ߁ رᄋ႐ اࡦࣀᇬᇊ ا଍ଉߢܸݽࡠ ᎙Ꭵ ࡴޯࡠّ )1

اஇॅ߁ود 
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u ،ޯޟࡠৡ৒঴زاً ߽࣍ࣝط ا౭ోُࡴ  

 ݇࢝ Ꭵ᎙౭ౄܸه ރݐ༩စޟީܸ ߾ࣝل اዖွီ  ࠣެެܸࡦޟ଍ଉا( )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

n،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउ: പ୥ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أنّ  )2 1
n
u 

)درس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣا )3 )
n
u ࠣࡴެߢܸرݽ ܸᐮᏳّأ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ 

4( ౭ోެެެܸࡦޟࠣ  ހݕ଍ଉا( )
n
v ૊સݶ ሬሞᇾ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا: പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،


2

1n
n

v
u

 

)फउࠤࡹ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ أ    )
n
v  ܸᐰ႐ܸأࢲ ࠣୃ෾ܸ߁ࠤܸ اࡦݕܸم  2߾ࢽၭ ݎަܸرة ໝّແၫ Ꭵ᎙

n
v ቼቮକଐ਑৶n   

اࢲჱީެ߱ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم/ ب  
n
u ቼቮକଐ਑৶n وا߾ࢽݧ


lim

nn
u  

་ا ௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇ا༜  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ )
n
u ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿

0
1u، وപ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn:  

1
7 8

n n
u u   

ၫ ᇬn،߁د ࣊ަޟപ୥ࡴࡹ أၱࡠ फउ: ᆚࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أنّ  )1 13 7 4n
n
u 

n:ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ ހࢢ݇ )2    21 7 7 ... 7n
n
S  و    

0 1
...

n n
S u u u  

اസലമࡷࣝع nا߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶ / أ    
n
S ໝແߕࠣ ݽോെၫ ၱ߁ Ꭵ᎙

n
S و

n
S  

n ،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥: اࢲჱީެ߱ أنّ/ ب      218 7 24 31n
n
S n   

  7n ૄસၫ5ݽࣝا።ጻ ߕࢽࡷࠣ اࡦݕ߁د  nادرس ߾ࢽݧ ߕবঐ اࡦݕ߁د اࡦ࣍ަޟപ୥/ أ )3

اࡦ࣍ަޟݕޟࠣ ߾སཏ ݶࡐࣝن ໝّແၫn ߕবঐ/ ب   
n
S ૄસၫ ࠣߢࢽࡷᑀᐺ ോെ5ߕܸݽ   

  ஆܸࡴࢧاৡ৒঴࢓௧ோ اॅ

ໝແެެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ోެހݕ( )
n
u و( )

n
v ࠣ߁اد اࡦ࣍ަޟݕޟၫଘଐا ࠣၫࣝዖಠಚ ૄસၫ ໝແެݕ࢓ߖ଍ଉا ૊સݶ ሬሞᇾ:  



 



 

0

1

1

3
1

4n n

u

u u
و       



 



 

0

1

6

3
1

4n n

v

v v
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1( ௧ோّ߁இॅا߾ࢽݧ ا:
1
u و

1
v  

أ࠾ެݧ/ أ )2 
2 1n n

u u ቼቮକଐ਑৶ 
1n n

u u 

)ݽܸࢲެݕࡷܸل اࡦ౭ోࠤܸن ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ फउࠤࡹ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
u ࠣެެܸࡦޟ଍ଉܸࡴܸ واೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ( )

n
v ܸܸࡴೕೆ ࠣࡴެީܸߕࢤ.  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )3 )
n
w ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ૊સݶ ሬሞᇾ: 

n n n
w u v  

)फउࠤࡹ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )
n
w ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟq وّلଘଐ߁ّࠤܸ اၭو

0
w ݎࡹ ౭ّోၫ Ꭵ᎙

n
w ቼቮକଐ਑৶n .  

4( ّແݽໝແެެެܸࡦޟ଍ଉأنّ ا ໝ( )
n
u و( )

n
v ࡴެႂܸورރܸن 

  ࢽܸدساৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

સၫૄ اസലമܸل ا଍ଉݕ࢓ߖّࠣ fހݕ౭ోެ اኃቮاቼቮ اࡦݕ߁دݶࠣ 0; ᚺݽ:



3 1

( )
3

x
f x

x
)و  )

f
C  ፜ፎࢽࣝب إხ଍ଉࢽެࣝي ا଍ଉا ።ጼ ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ

ᄂ྅ܸႂެ଍ଉެݕܸࡴ߁ وا଍ଉݕࣰࣴ ا଍ଉا , ,O i j
 

বঐࢽެߢ଍ଉوا ،( ) ቼቮݕܸد଍ଉذو اy x  

 ،ࡴࣝࠂݧ ।ौ߁د ߾ߢޟၫ( )
n
u ެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁د଍ଉૄاસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉݶࠣ ا ولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿

0
u ߾ޟݜ 

0
u  

n،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥و 
1

( )
n n
u f u    

I.  ࠣߕޟࡷ ໝّແၫ ࠣެެܸࡦޟ଍ଉރࡐࣝن ا སཏ߾( )
n
u ࠣ୐෾ܸކ. 

II. ૊સࡴܸ ݶ ᇬᆚ ።ጼ ݇ހࢢ  5  

 ༥஽ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ  ၭܸࡴࡠ સၫૄ أހߢࡠ اࡦࣀᇬᇊ ا଍ଉߢܸݽࡠ ᎙Ꭵ ࡴޯࡠّ/ أ )1

اஇॅ߁ود    
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u )߁وددوஇॅن ߾ࢽܸب ا(  

)ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  ዖွီޟީܸ ߾ࣝل ا༩စܸه ރݐ౭ౄ࢝݇  /ب     )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )2 )
n
v ૄસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉاᚻݽ :





1

1
n

n
n

u
v

u
  

)फउࠤࡹ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ أ      )
n
v ܸᐰ႐ܸ1ࠤީ߁ࢲޟࠣ أࢲ

2
  ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟၭ ໝແ߁ࠤܸ اଘଐوّل 

ݎࡹ ቼቮକଐ਑৶ ౭ోၫn/ ب    
n
u و

n
v ا߾ࢽݧ Ꭵ᎙


lim

nn
u  

3( ቼቮକଐ਑৶ ا߾ࢽݧ n ࡷസലമࣝعا
n
S ߾ޟݜ:    

1 2016
...

n n n n
S v v v  

 ቼቮକଐ਑৶ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙n ࡷࣝعസലമا
n
S ߾ޟݜ: 

  

     
   

1 2 2016

1 1 1 1
...

1 1 1 1n
n n n n

S
u u u u
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  ࢽܸݽ݇اৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )
n
u ᚻݕ࢓ߖّࠣ ݽ଍ଉا : 

1

1
u

a
౭ౄၦ ࡴݕ߁وم،nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥و 




1

1
n n

n
u u

an
   

  . ၫ2߁د ߾ߢޟ।ौ أ࠾౭ో ࡴࡹ أو మఐܸوي a߾ޟݜ

౭ౄ: ࡴݕ߁ومnၦࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ :ݽໝّແ أنّ/ أ )1 0
n
u . 

)ݽໝّແ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
u ࠣࡴެߢܸرݽ ܸᐮᏳّأ ߱ެީჱاࢲ ّᎥ᎙ ܸܸࡴೕೆ ࠣࡴެީܸߕࢤ  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )2 )
n
v ૊સݶ ሬሞᇾ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا: പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،ࡴݕ߁وم ౭ౄၦ

1
n n
v u

an
  

)फउࠤࡹ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ أ     )
n
v ܸᐰ႐ܸ1ࠤީ߁ࢲޟࠣ أࢲ

a
وၭ ໝّແၫ߁ّࠤܸ اଘଐوّل 

1
v ቼቮକଐ਑৶a   

ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم aو nၱ߁ ቼቮକଐ਑৶ / ب   
n
v ݎަܸرة ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙

n
u وا߾ࢽݧ


lim

nn
u  

اസലമࡷࣝع aو ቼቮକଐ਑৶n  ا߾ࢽݧ )3
n
S ߾ޟݜ:    

1 2 3

1 1 1
...

2 3n n
S u u u u

n
  

߾ޟݜ ໝّແၫ Ꭵ᎙a ߕޟࡷࠣ      



1

lim
2016nn

S   

  ޯܸࡴࡹاৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

ا଍ଉݕ࢓ߖࠣ સၫૄ اസലമܸل fހݕ౭ోެ اኃቮاቼቮ اࡦݕ߁دݶࠣ 0;4I   ૊સݶ ሬሞᇾ:13
( )

9 13
x

f x
x




   

  Iࡴ౫౑ا਑৯ة ೕೆܸࡴܸ સၫૄ اസലമܸل ᚻّୃ෾ቼቮfࡹ أنّ اኃቮا /أ )1

)، Iࡴࡹ اസലമܸل ᚼّୃ෾xࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ߾ߢޟ।ौ /ب    )f x ፜ፎެࡷ࣬ إხ჈I  

)ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ࡦެࡐࡹ )2 )
n
u ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا  ولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿ :

0
4u  و

1
( )

n n
u f u   ߁دၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠ

പ୥࣊ަޟn  

फउn ،0ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ أ     4
n
u  

)اࢲჱީެ߱ ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
uࠣࡴެߢܸرݽ ܸᐮᏳأ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ، 

3(  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠᚼّୃ෾n :0
n
u   

)ࡦެࡐࡹ  )4 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا ૊સݶ ሬሞᇾ:13

2
n

n

v
u

  

)फउࠤࡹ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ /أ    )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ ࠣୃ෾ܸ߾ࢽ

0
v   
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أ࠾ެݧ  /ب  
n
v ቮକଐ਑৶ቼn   

52:اࢲჱީެ߱ أن /ج  
36 13n

u
n




 പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠ ᑎᐺوذn ا߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،lim
nn
u


   

  ࡦެܸࢲ݇اৡ৒঴࢓௧ோ ا

( )
n
u ૄસၫ ࠣ߁دݶࠣ ࡴݕ࢓ߖၫ ࠣࡴެެܸࡦޟولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿  ࠣ߁اد اࡦ࣍ަޟݕޟၫଘଐا ࠣၫࣝዖಠಚ :

0
0u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn   

ᚻݽ :
1

2 2

3
n

n
n

u
u

u





)وࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )

n
v പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ݕ࢓ߖࠣ ࡴࡹ أၱࡠ଍ଉاn ᚺݽ : 

1

2
n

n
n

u
v

u





 

)ᚸᚼّୃ෾ࡹ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )1 )
n
v  ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟq ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو

0
v 

ݎࡹ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم ቼቮକଐ਑৶ ౭ోၫn /أ  )2
n
v 

اࢲჱީެ߱ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم  /ب   
n
u ቼቮକଐ਑৶n     

limا߾ࢽݧ /ج   
nn
u


  

:اസലമࡷࣝع nا߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶ /أ  )3
0 1

...
n n
S v v v      

༥စ:1ߢࢄ أن/ب    1
(1 )

2 3 n
n

v
u

 


 പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠ ᑎᐺوذn 

: اസലമࡷࣝع nاࢲቼቮକଐ਑৶ ߱ެީჱ /ج   
0 1

1 1 1
...

2 2 2n
n

S
u u u

    
  

   

  ݕ႓ܸྯاৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

I. f ቮاቼቮاኃ ࠣاࡦݕ߁دݶ ଉا ّ  اസലമܸل ߖࠣ ଍ૄસၫݕ࢓ 0;  ૊સݶ ሬሞᇾ:  ( ) 2 8f x x 

( )C ᄂ྅ܸႂެ଍ଉެݕܸࡴ߁ وا଍ଉݕࣰࣴ ا଍ଉا ፜ፎࢽࣝب إხ଍ଉࢽެࣝي ا଍ଉا ።ጼ ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ , ,O i j
 

 

ا߾ࢽݧ/ أ )1

lim ( )
x

f x  

  ܸ᎙Ꭵ ࢵᇬᇊ ၱ߁ول ރݐ౭ౄاf ᐮ᏶ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ اኃቮاቼቮ/ ب  

)ໝّແၫ اၭ߁ا઴ઊੱ ހߢ࣍ࠣ ރߢܸ࣊݇  )2 )C বঐࢽެߢ଍ଉࡴ݇ ا ( yاኂቮي  ( x ቸቮ ቼቮࡴݕܸد 

3(  ᄋ႐ار( )C و( ) 

II. ( )
n
u ᚻݕ࢓ߖّࠣ ݽ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا:

 


0
0u പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn،

1
( )

n n
u f u  

اஇॅ߁ود ༥஽ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ  ၭܸࡴࡠ સၫૄ ࡴޯࡠ ።ጼ اࡦࣀᇬᇊ اࡦࢽܸݽࢄ )1
0
u،

1
u،

2
uو

3
u )ܸᐮᏰܸܸء )دون ߾ࢽఱచଔଐ߽࣍ࣝط ا ًܸ༥༡ࣝࡴ 

2(  ݇࢝౭ౄܸه ރݐ༩စޟީܸ ߾ࣝل اዖွီ  ࠣެެܸࡦޟ଍ଉا( )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر 

फउn :ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ )3 0 4
n
u 
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)ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب   )
n
u  

n،ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥  ݽໝّແ أހࠟ/ ج    
1

1
4 (4 )

2n n
u u   

  ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ࠟأހ  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،  
1 0

1
4 (4 )

2n n
u u  

اࢲჱީެ߱/ د  

lim

nn
u 

  இྯܸدي ݎ႞اৡ৒঴࢓௧ோ اॅ

I. f ቮاቼቮاኃ ࠣاࡦݕ߁دݶ ଉا ّ  اസലമܸل ߖࠣ ଍ૄસၫݕ࢓ 0;  ૊સݶ ሬሞᇾ :

5

( )
2
x

f x
x

 

ا߾ࢽݧ/ أ  )1

lim ( )
x

f x 

  ᎙Ꭵ ࢵᇬᇊ ၱ߁ول ރݐ౭ౄاf ܸᐮ᏶ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ اኃቮاቼቮ/ ب    

ࡴࡹ اസലമܸل xၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ߾ߢޟ।ौࡴࡹ أ ݽໝّແ أހࠟ  )2 0;:( ) 0f x  

II. ( )
n
u ࠣެެܸࡦޟ଍ଉول  اࡦݕ߁دݶࠣ اଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

0
1u പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n  : 

1

5

2
n

n
n

u
u

u
 

फउn :ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ )1 1 3
n
u 

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
u  ،Ꭵ᎙ ީެ߱اჱࡴެߢܸرݽࠣ ࢲ ܸᐮᏳّأ  

2( ( )
n
v ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉૄاસၫ ّࠣݕ࢓ߖ ૊સݶ ሬሞᇾ: 

3
1

n
n

v
u

  

)फउࠤࡹ أن / أ      )
n
v  ࠣࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟ ܸᐰ႐ܸ2أࢲ

5
ࠤܸ اଘଐولၭ߁ّ ݶ࣍࡬ݧ ߾ࢽܸب   

0
v  

ݎަܸرة nا࠾ެݧ ቼቮକଐ਑৶/ ب    
n
v ݎަܸرة ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙

n
u ቼቮକଐ਑৶n  

)ا߾ࢽݧ ᐮᏳܸݶࠣ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ج     )
n
u  

3(  ቼቮକଐ਑৶ ا࠾ެݧn ࡷࣝعസലമاn
S ߾ޟݜ:   

0 1

1 1 1
...

n
n

S
u u u

 

  ።ጒܸޯ ݎ႞ྯاৡ৒঴࢓௧ோ اࡦ

સၫૄ اസലമܸل ا଍ଉݕ࢓ߖّࠣ fހݕ౭ోެ اኃቮاቼቮ اࡦݕ߁دݶࠣ 1; ᚺݽ :


2

( )
2 1
x

f x
x

   

( )
f

C  ࣰࣴݕ଍ଉا ፜ፎࢽࣝب إხ଍ଉࢽެࣝي ا଍ଉا ።ጼ ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ  

ႂެ଍ଉެݕܸࡴ߁ وا଍ଉاᄂ྅ܸ , ,O i j
 

  )اࡦࣀᇬᇊ ا଍ଉߢܸݽࡠ( ، 

1(  ቼቮاኃቮأنّ ا ໝّແݽfܸلസലമا ૄસၫ ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ 1; 
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)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ )2 )
n
u ૄસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ᚻݽ 


0

6u وപ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn، 
1

( )
n n
u f u  

  أހߢࡠ ا଍ଉީࠏསཌ ا଍ଉߢܸݽࡠ ᎙Ꭵ ࡴޯࡠ اஇॅ߁ود اଘଐرݽݕࠣ اଘଐو፜ፎ / أ  

)൛ᒎᐺެެܸࡦޟࠣ )
n
u  ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ༥஽ ܸࡴࡠၭ ૄસၫ )ܸᐮᏰܸܸء )دون ߾ࢽఱచଔଐ߽࣍ࣝط ا ًܸ༥༡ࣝࡴ.  

)ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  ا༩စܸه ރݐዖွီ౭ౄޟީܸ ߾ࣝل  أݎࣇ/ ب   )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

n :ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउ  പ୥ࠤࡹ أހࠟ/ ج   1 6
n
u  

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ د   )
n
u   

)ރߢܸرب ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ फउر /ه   )
n
u  

3( ໝແ୐෷اࡦݕ߁د ໝແެެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ోެހݕ( )
n
v و( )

n
w ૄસၫ ໝແެّݕ࢓ߖ଍ଉا ᚻݽ : 




1
n

n
n

u
v

u
و  ln( )

n n
w v 

)फउࠤࡹ أن / أ     )
n
w႐ܸܸࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ أࢲᐰ2 وّلଘଐ߁ّࠤܸ اၭ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

أ࠾ެݧ/ ب   
n
w ቼቮକଐ਑৶n Ꭵ᎙

n
v ቼቮକଐ਑৶n  

 :ݽໝّແ أنّ / ج   
 

  
 

2

1

5
1

6

nn
uأ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،


lim

nn
u  

:اࡦ።ፎܸެ اസലമࡷࣝع nا߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶/ د      
0 1

1 1 1
...

n
n

S
w w w

  

௧ோ࢓ৡ৒঴اࡦޯܸࡦݜ ا ྯ႞ݎ  

)ࡦެࡐࡹ )
n
u  ّ 2ߖࠣ ݽᚸا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉݕ࢓

0
1u e  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn:2

1
(1 ) 1

n n
u u e     

ߖܸن फउnࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ أ  )1 1 0
n
u 

)ݽໝແ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
u  ࠣࡴެީܸߕࢤ .ᒈّᑤၫ ࡴެߢܸرݽࠣ ؟ ።ፒ ࠤࡠ.  

n :3(1أၱࡠ ၫ߁د ࣊ަޟപ୥ ހࢢ݇ ࡴࡹ  )2 )
n n
v u  

)أنّ أძ჋ݚ/ أ     )
n
v ّوଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແلࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

 ا࠾ެݧ/ ب   
n
v Ꭵ᎙

n
u ቼቮକଐ਑৶nأ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،


lim

nn
u  

 :ࡴࡹ nݽໝّແ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚ/ ج          
0 1

ln ln ... ln ( 1)( 2 ln 3)
n

v v v n n   
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௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇ ا༜་ا ྯ႞ݎ  

ᄂ྅ܸႂެ଍ଉެݕܸࡴ߁ وا଍ଉݕࣰࣴ ا଍ଉا ፜ፎࢽࣝب إხࢽެࣝي ࡴ଍ଉا , ,O i j
 

  

I. f  ّ સၫૄ اസലമܸل ߖࠣاኃቮاቼቮ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉݕ࢓ 0; ᚺݽ :



4 1

( )
1

x
f x

x
)و  )

f
C ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ 

1( ቼቮاኃቮا ౭ౄܸه ރݐ༩စا ໝّແၫf ܸلസലമا ૄસၫ 0; 

)ادرس و࢝ݕޟࠣ )2 )
f

C ᐺ ࠣަࢽხݽܸࡦবঐࢽެߢ൛ᒎ( )D ቼቮݕܸد଍ଉذي اy x  

)ࡴޯࡠ )3 )
f

C و( )D ܸلസലമا ૄસၫ 0;6 

II. ໝແެެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ోެހݕ( )
n
u و( )

n
v  ໝແެݕ࢓ߖ଍ଉૄاસၫ  ૊સݶ ሬሞᇾ: 



 
 

0

1

2

( )
n n

u

u f u
و    



 
 

0

1

5

( )
n n

v

v f v
 

 :اஇॅ߁ود༥஽ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ  ၭܸࡴࡠ أસၫ ྾ྜ྅ૄ/ أ )1
0
u،

1
u،

2
uو

3
u؛

0
v،

1
v،

2
vو

3
v  ܸᐮᏰܸدون ߾ࢽ. 

)وރߢܸرب ᇬᆚ ࡴࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟໝແެ  ا༩စܸه ރݐ౭ౄࡹ ዖዃ /ب    )
n
u و( )

n
v  

:ࡴࡹ nأძ჋ݚ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚ/ أ )2 2
n
u و   5

n
v ߾ޟݜ: 


3 13
2

  

)ᇬᆚ ࡴࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟໝແެ  ا༩စܸه ރݐ౭ౄاࢲჱީެ߱ / ب    )
n
u و( )

n
v  

:ࡴࡹ nأძ჋ݚ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚ/ أ )3   
1 1

1
( )
3n n n n

v u v u  

:ࡴࡹ nࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚ ݽໝّແ أހࠟ/ب   


 
    

 

1
1

0
3

n

n n
v u  

:اࢲჱީެ߱ أنّ/ ج   


 lim( ) 0
n nn
v u ܸࠣݶᐮᏳ ّ߁دၭ Ꭵ᎙ ࡴࡹ؛ ᇬᆚ( )

n
u و( )

n
v  

௧ோ࢓ৡ৒঴ܸࡴࢧ اஆॅا ྯ႞ݎ  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )
n
u ولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

0
0u وപ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،  

1
6 16

n n
u u  

1( h ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ቼቮاኃቮܸل اസലമا ૄસၫ8 ;
3

    
  ૊સࡷܸ ݶᚺݽ: ( ) 6 16h x x و( )C  ࢽެࣝي଍ଉا ።ጼ ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ

ا଍ଉެݕܸࡴ߁ واᄂ྅ܸႂެ଍ଉ اხ଍ଉࢽࣝب إ፜ፎ ا଍ଉݕࣰࣴ , ,O i j
 

) ، و )  

2(  ቼቮݕܸد଍ଉذو ا বঐࢽެߢ଍ଉاy x  )ߢܸݽࡠ଍ଉا ᇬᇊاࡦࣀ (  

   أၫ߁ رᄋ႐ اࡦࣀᇬᇊ ا଍ଉߢܸݽࡠ સၫૄ ورߕࠣ اଔଐၱܸݽࠣ ᎙Ꭵ ࡴޯࡠّ/ أ  

اஇॅ߁ود ༥஽ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ  ၭܸࡴࡠ 
0
u،

1
u،

2
uو

3
u  

(C)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3

2

3

4

5

6

7

8

0 1

1

x

y
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  )دون ߾ࢽᐮᏰܸܸ وࡴ༥༡ًܸࣝ ߽࣍ࣝط اఱచଔଐܸء(     

ّ ࢝݇  /ب  ౄܸه ރݐ༩စޟީܸ ߾ࣝل اዖွီ౭ ( )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

  : फउnࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ /أ )3

                  0 8
n
u   

n:ࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ݽໝّແ أހࠟ ࡴࡹ أၱ/ ب   

 
 

 
1

(8 )( 2)

6 16
n n

n n

n n

u u
u u

u u
  

)اࢲჱީެ߱ ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ج    )
n
u  

n:ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ ݽໝّແ أހࠟ/ أ )4   
1

1
0 8 (8 )

2n n
u u 

:nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ ݽໝّແ أހࠟ /ب   
 

    
 

1
0 8 8

2

n

n
u ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙


lim

nn
u  

௧ோ࢓ৡ৒঴اࡦࢽܸدس ا ྯ႞ݎ  

)ࡦެࡐࡹ )
n
u ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا :

0
1u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn؛

1

2 4
3 3n n

u u    

)و )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا ૊સݶ ሬሞᇾ:4

n n
v u   

)ݽໝແ أنّ  )1 )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ 

أ࠾ެݧ ോᇦᆚ ࡴࡹ )2
n
v و

n
u ቼቮକଐ਑৶n 

)ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )3 )
n
u 

أ߾ࢽݧ اസലമࡷࣝع )4
n
S ߾ޟݜ:

0 1
...

n n
S u u u    

)ࡦެࡐࡹ )5 )
n
w ݕ࢓଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉૄاસၫ ࠣߖ ૊સݶ ሬሞᇾ:1

5 1
5n

n

w
v

 
    

 

)ݽໝແ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ أ )
n
w ૄસၫ ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ  

)limأ߾ࢽݧ/ ب )
n nn
u w


  

௧ோ࢓ৡ৒঴اࡦࢽܸݽ݇ ا ྯ႞ݎ  

I. ࠣެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶ଍ଉا ౭ోެހݕ( )
n
u ૄસၫ ࠣࡴݕ࢓ߖ ߁ࠤܸ اࡦݕܸم༥࿿ :

1
2
n

n
u e


 )e ي౭ౄަფީاࡦ বঝݶ   ) أࢲܸس اࡦၦूरܸر

)ݽໝແ أنّ  )1 )
n
u ࠣࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟ،  ُ  .࣍࡬ݧ ރݕޟໝແ أࢲᐰ႐ܸܸ وၭ߁ࠤܸ اଘଐولݶ

( )
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limأ߾ࢽݧ )2
nn
u


 ، ࡴܸذا ჱమఝީެ߱ ؟

3( ቼቮକଐ਑৶ أ߾ࢽݧn ࡷࣝعസലമا
n
S ߾ޟݜ:

0 1
...

n n
S u u u    

II. പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ހࢢ݇، ࡴࡹ أၱࡠn؛ln( )
n n
v u )ln ا বঝݶ   ) ౭يფౄަࡦ୴୧फंީ إ፜ፎ اࡦၦूरܸر

౭ోၫ ݎࡹ )1
n
v ቼቮକଐ਑৶nࠣެެܸࡦޟ଍ଉހࣝع ا ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،( )

n
v 

اࡦݕ߁د nأ߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶/ أ )2
n
P ߾ޟݜ :

0 1
ln( ... )

n n
P u u u    

༥࿿:4ޟݜ বঐn اࡦݕ߁د اࡦ࣍ަޟၫࣝዖಠಚ ໝແၫപ୥ࠣ ߕ/ ب    0
n
P n  

௧ோ࢓ৡ৒঴اࡦޯܸࡴࡹ ا ྯ႞ݎ  

I. f ܸلസലമا ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ቼቮاኃቮا ።ፒ 1; ᚺݽ :( ) ln( 1)f x x x    

1(  বঐ߁د ߾ࢽݧ ߕၭx ،إࢵܸرة( )f x x 

ّ / أ  )2 ౄܸه ރݐ༩စا ໝّແၫ౭f 

ݽໝແ أހࠟ إذا ᇱᆚن / ب     2; 1x e   ߖܸن ( ) 2; 1f x e   

II. ( )
n
u ૄસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉا  ૊સݶ ሬሞᇾ :

0
1u e  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn:

1
ln( 1)

n n n
u u u     

1(   ᇬᆚ اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउn ࡴࡹ ؛ 2; 1nu e  

)ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )2 )
n
u 

)फउر ރߢܸرب ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )3 )
n
uܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ، 

௧ோ࢓ৡ৒঴اࡦެܸࢲ݇ ا ྯ႞ݎ  

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ     )
n
u ࠣެެܸࡦޟ଍ଉوا( )

n
v ૊સݶ ሬሞᇾ ໝແެݕ࢓ߖ଍ଉا:

 0
3u ،0

4v  وࡴࡹ പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ أၱࡠn :  

1

3

4
n n

n

u v
v 


       و

1 2
n n

n

u v
u 


  

1أ߾ࢽݧ )1
u،1v 2وu،2v  

2( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠn: 
n n n
w v u و




2

3
n n

n

u v
t   

)ݽໝແ أن / أ  )
n
w ولଘଐ߁ࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

౭ోၫn ݎࡹ / ب
v ቼቮକଐ਑৶nأ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،lim

nn
w


  

3( ໝແެެެܸࡦޟ଍ଉݚ أن اძ჋أ( )
n
u و( )

n
v ࡴެႂܸورރܸن  

)ݽໝແ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )4 )
n
t ܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،ࠣ୐෾ܸކ  
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)اࢲᐮᏳ ߱ެީჱܸݶࠣ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )5 )
n
u و( )

n
v  

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯون ا႞اࡦݕ  

ܸެެ଍ଉࡦޟࠣࡦެࡐࡹ ا( )
n
u ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

1

1
2

u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn ࡴݕ߁وم ౭ౄၦ: 1

1
2n n

n
u u

n


  

أ߾ࢽݧ )1
2
u،

3
u و

4
u  

౭ౄၦ0 ࡴݕ߁وم؛nࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउപ୥ࠤ/ أ  )2
n
u   

)ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب     )
n
u ؟ ߱ެީჱమఝ ࡴܸذا ،  

3( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠn ࡴݕ߁وم ౭ౄၦ : n
n

u
v

n
   

)ݽໝແ أن/ أ    )
n
v ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

౭ోၫ ݎࡹ / ب  
n
v ቼቮକଐ਑৶nപ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،n ࡴݕ߁وم ౭ౄၦ :

2n n

n
v  

4( ቮا ౭ోެހݕቼቮاኃf ܸلസലമا ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا 1; ᚺݽ: ( ) ln ln 2f x x x   

 أ߾ࢽݧ

lim ( )
x

f x ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،

lim

nn
u   

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯون ا႞߁ واࡦݕၭاࡦࣝا  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )
n
u ݕ࢓଍ଉاᚸߖࠣ ݽ: 0 3u പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn،   1

2
3 1

3n nu u n  

फउ Ꭵ᎙ ،ࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟ3uപ୥و 1u  ،2uا߾ࢽݧ / أ )1 3n، 0
n
u  

اࢲჱީެ߱ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ب     4n، 3 4
n
u n   ࠣެެܸࡦޟ଍ଉܸݶࠣ اᐮᏳ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،( )

n
u  

)ހݕ࢓ف ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )2 )
n
v ᚸݽ : പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،  9 30n nv u n  

)फउࠤࡹ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ / أ     )
n
v ّ߁ၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແوّࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟଘଐلࠤܸ ا  

،nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥اࢲჱީެ߱ أހࠟ / ب   
         

2
9 3 30

3

n

nu n  

1( ެެ଍ଉا ౭ోެހݕ ࠣୃ෾ܸࢽஇॅܸࡦޟࠣ ا( )
n
w ࢲܸسଘଐول  9ذات اଘଐ߁ࠤܸ اၭو 

0
30w  

  ቼቮକଐ਑৶ ا߾ࢽݧn  ࡷࣝعസലമا   0 1 ...n nL w w w  ࡷࣝعസലമا  ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙   0 1 ...n nS u u u   

௧ோ࢓ৡ৒঴واࡦޯܸ ا ።ጒྯࡦا႞ونݕ  

( )
n
uᚸݕ࢓ߖࠣ ݽ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا :

1
u e  أوࡴࡹപ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ၱࡠn 1߾ޟݜn  :

1

2 1
1

3 3n n
u u n


    

أ߾ࢽݧ؛  )1
2
u و

3
uࠣެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ౄܸه ރݐ༩စޟީܸ ߾ࣝل اዖွီ ݇࢝ Ꭵ᎙ ،( )

n
u 
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1n߾ޟݜ फउnࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ أ )2   :3
n
u n  

1nݽໝّແ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ب    ؛
1

1
( 3 )
3n n n

u u n u     ౭ౄܸه ރݐ༩စا ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙( )
n
u  

)ࡦެࡐࡹ )3 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉا* ᚼݽ:

n n
v u n  

)ݽໝແ أنّ/ أ     )
n
v ولࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݕޟ  

౭ోၫ ݎࡹ / ب   
n
v  Ꭵ᎙

n
u  ቼቮକଐ਑৶n  

4( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ 1ހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠn  : 
2

1 1

2 2 2
...

3 3 3

n

n n
S v v v

     
        
     

 و  
1 2

...
n n
S u u u     و

2
n

n

S
T

n


  

  ໝແၫࣝࡷസലമأ߾ࢽݧ ا
n
S و

n
S  ቼቮକଐ਑৶n ໝّແၫ Ꭵ᎙ ،lim

nn
T


  

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯواࡦ اࡦޯܸࡦݜ ا႞ونݕ  

( )
n
u ᚸݕ࢓ߖࠣ ݽ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا :

0
6u   പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ اၱࡠn ૊સݶ ሬሞᇾ :

1

1
3

4n n
u u    

1( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउn  :4
n
u  

)ݽໝແ أنّ  )2 )
n
u  ࠣ؟. ࡴެީܸߕࢤ ߱ެީჱమఝ ࡴܸذا 

3( ܸᐮᐜأنّ اࡦ ໝແݶࠣ ݽl  ࠣެެܸࡦޟ൛ᒎᐺ( )
n
u ߢࢄ༥စ :1

3
4

l l   ࠣߕޟࡷ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،l 

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ  )4 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا  : ln( 4)

n n
v u  

)फउࠤࡹ أن / أ      )
n
v ولଘଐ߁ࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ ࠣୃ෾ܸࡴެެܸࡦޟࠣ ߾ࢽ  

౭ోၫ ݎࡹ / ب    
n
v  Ꭵ᎙

n
u  ቼቮକଐ਑৶n  

ໝແၫ :44 ا࢟ݐ࢓ ၫ߁د ࣊ަޟപ୥ اኂቮي ༥࿸ߢࢄ/ج      2 10
n
u     

: اസലമࡷn ໝແၫࣝأ߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶ / د     
0 1

...
n n
S v v v     و

0 1
...

n n
T u u u     

௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇ ا༜་ྯون ا႞واࡦݕ  

( )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣ߁دݶࠣ ࡴݕ࢓ߖၫ ࠣࡴެެܸࡦޟ

0
4u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ، n :

1

4 1

4
n

n
n

u
u

u





   

أ߾ࢽݧ  )1
1
u و

2
u  

2( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउn  :1
n
u   

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )3 )
n
u  ީެ߱؟ჱమఝ ࡴܸذا ،  
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4( ( )
n
v

 
 ૊સݶ ሬሞᇾ ࠣ߁دݶࠣ ࡴݕ࢓ߖၫ ࠣࡴެެܸࡦޟ:

1

1
n

n
n

u
v

u





   

)ݽໝّແ أن/ أ    )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ਑৯߁༥စ ࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ  

أ࠾ެݧ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم / ب  
n
v ቼቮକଐ਑৶ n  

:اࢲჱީެ߱ أن  /  ج  
1 1

1 1

5 3

5 3

n n

n n n
u

 

 





Ꭵ᎙lim أ߾ࢽݧ  

nn
u


   

 :أ߾ࢽݧ ോᇦᆚ ࡴࡹ / د   
2 2 2
0 1

...
n n
S v v v     و

 0 1
...

n n
P v v v   

   
௧ோ࢓ৡ৒঴ܸࡴࢧ اஆॅྯون ا႞واࡦݕ  

( )
n
v  ࠣولࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟଘଐ߁ّࠤܸ اၭ ܸܸࡴೕೆ ࠣަ߁ودࠤܸ ࡴࣝࠂၭ ᇬᆚ

0
v ܸᐰ႐ܸوأࢲq ߾ޟݜ:   

0 2

0 1 2

5
4

3
. . 1

v v

v v v

 
 


 

  

أ߾ࢽݧ/ أ )1
1
v ࢲܸسଘଐواq ولଘଐ߁ اஇॅا ߱ެީჱެެܸࡦޟࠣ واࢲ଍ଉ߀ه اಘಔ 

ࡦݕܸمأ࠾ެݧ ݎަܸرة اஇॅ߁ ا/ ب   
n
v ቼቮକଐ਑৶n  

أ߾ࢽݧ اസലമࡷࣝع/ ج    
n
S ߾ޟݜ:

0 1 1
...

n n
S v v v    പ୥اࡦݕ߁د اࡦ࣍ަޟ ໝّແၫ Ꭵ᎙ ،n ޟݜ ݶࡐࣝن༥࿿:7

3n
S   

2( ( )
n
u ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا* ᚻݽ :

0

2
3

u   و:
1

3 1
4 2n n

u u   

أ߾ࢽݧ/ أ    
1
u و

2
u       

2ߖܸن؛ फउnࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ب   
n
u    

)ໝແၫ ا༩စܸه ރݐ౭ౄ/ ج    )
n
u ؟ ߱ެީჱమఝ ࡴܸذا ،  

3( ( )
n
w ૄસၫ ࠣެެܸࡦޟࠣ ࡴݕ࢓ߖ଍ଉا ᚻݽ:

n n n
w u v  

)أძ჋ݚ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ أ     )
n
w ໝແၫ Ꭵ᎙ ، ࠣ୐෾ܸކ

n
w    

اࢲჱީެ߱ ݎަܸرة/ ب   
n
u ቼቮକଐ਑৶n  أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،lim

nn
u


  

4( ቼቮକଐ਑৶ أ߾ࢽݧn ࡷࣝعസലമا
n
T 0:߾ޟݜ 1 1

0 1 1

... n
n

n

u u u
T

v v v




    

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯون ࢽܸدساࡦ ا႞واࡦݕ  

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶّࠣ   )
n
u  ᚸݕ࢓ߖّࠣ  ݽ଍ଉا:

0
u   و


 2

1
2 3

n n
u u ؛ ߾ޟݜ   ܸܸࡴೕೆ ࡴࣝࠂݧ ।ौ߁د ߾ߢޟၫ  
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I.  ࠣߕޟࡷ ໝّແၫ ރࡐࣝن སཏ߾( )
n
u  ࠣ୐෾ܸࡴެެܸࡦޟࠣ ކ 

II.  ّހߣ࢓ض أن ،።ጕܻࡴܸ ࢲޟ ᇬّᆚ ።ጼ 
2
3

 

)، ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶસၫ ،ّࠣૄހݕ࢓فّ )1 )
n
v  ૊સݶ ሬሞᇾ: 

3
ln ln

2n n
v u   

)أძ჋ݚ أنّ/ أ     )
n
v وّلଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟّࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ

0
v ቼቮକଐ਑৶   

ا࠾ެݧ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم /  ب   
n
vቼቮକଐ਑৶ n و   

:، أنّ nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ݽໝّແ،/ ج   
 

  
 

2

2 3
3 2

n

n
u   

)߾སཏ ރࡐࣝنၫࣝዖಠಚ ໝّແၫࠣ ߕবঐ/ د     )
n
u ࠣࡴެߢܸرݽ  

)، ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶસၫ ،ّࠣૄހݕ࢓فّ )2 )
n
t ߾ޟݜ :

0

3
2

t   و

 

1
2

n n n
t t v    

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶّࠣ و        )
n
w ૊સݶ ሬሞᇾ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا :.

n n n
w v t   

)फउࠤࡹ أنّ  /أ     )
n
w ߁ّࠤၭ و ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  ّࠣୃ෾ܸوّل ࡴެެܸࡦޟࠣ ߾ࢽଘଐا ܸ

0
w    

ا࠾ެݧ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم/  ب   
n
w ቼቮକଐ਑৶nݎަܸرة ߱ެީჱو اࢲ ،

n
t ቼቮକଐ਑৶n  

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯون ࢽܸݽ݇اࡦ ا႞واࡦݕ  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )
n
u ᚸݕ࢓ߖࠣ ݽ଍ଉا:

0

1
3

u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn،


 
   

1

3 1
1

2 1 2n

n

u
u

   

1( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउn ؛ 0 1
n
u  

:༥စߢࢄ أن/ أ )2



 

1

2 (1 )

1 2
n n

n n

n

u u
u u

u
 പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠnࠣެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ౄܸه ރݐ༩စا ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،( )

n
u 

)ݽໝແ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب     )
n
u ܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،ࠣࡴެߢܸرݽ 

)ހݕ࢓ف ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )3 )
n
v ᚼݽᚸ : ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠ പ୥߁د ࣊ަޟၫn،



1

2
n

n

n

u
v

u
   

)फउࠤࡹ أن / أ      )
n
v  ّ߁ၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແوّࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟଘଐلࠤܸ ا  

أ࠾ެݧ/ ب    
n
v ቼቮକଐ਑৶n ߱ެީჱواࢲ

n
u ቼቮକଐ਑৶nࠣެެܸࡦޟ଍ଉܸݶࠣ اᐮᏳ ਑৯ا߾ࢽݧ ࡴࡹ ၱ߁ Ꭵ᎙ ،( )

n
u  

4(  ቼቮକଐ਑৶ ا߾ࢽݧnໝແၫࣝࡷസലമا


   
0 1 1

...
n n
S v v v و    

0 1 2
3 9 ... 3n

n n
T u u u u   

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯون ޯܸࡴࡹاࡦ ا႞واࡦݕ  
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( )
n
u ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭ ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ࡴ

1
u ܸᐰ႐ܸوأࢲq 1:߾ޟݜ 2 3

1 2 3

2 32

. . 216

u u u

u u u

   
 

  

أ߾ࢽݧ/ أ )1
2
u ࢲܸسଘଐواq ولଘଐ߁ اஇॅا ߱ެީჱެެܸࡦޟࠣ واࢲ଍ଉ߀ه اಘಔ 

ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم أ࠾ެݧ/ ب   
n
u ቼቮକଐ਑৶n  

أ߾ࢽݧ اസലമࡷࣝع/ ج   
n
S ߾ޟݜ:

1 2
...

n n
S u u u   പ୥اࡦݕ߁د اࡦ࣍ަޟ ໝّແၫ Ꭵ᎙ ،n ޟݜ ݶࡐࣝن༥࿿:728

n
S   

2( ( )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا* ᚻݽ :

1
2v  و:

1

3
2n n n

v v u   

أ߾ࢽݧ/ أ 
2
v و

3
v  

౭ౄၦ:2 ࡴݕ߁وم nހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ب
3

n
n

n

v
w

u
   

  ّأن ໝແݽ( )
n
w ܸᐰ႐ܸ1ࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ أࢲ

2
 

 أ࠾ެݧ
n
w ቼቮକଐ਑৶n  ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙

n
v ቼቮକଐ਑৶n 

௧ோ࢓ৡ৒঴ྯون اࡦެܸࢲ݇ ا႞واࡦݕ  

( )
n
u ެެ଍ଉاᚺݕ࢓ߖّࠣ ݽ଍ଉܸࡦޟࠣ ا  :

0
2u  و

1

2
1

3n n
u u    

أ߾ࢽݧ  )1
1
u ،

2
u و

3
u 

2( ( )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا ᚻ2: ݽ

3

n

n n
v u

 
   

 
 

  ّاࠂ݇ أن౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउ( )
n
v  ݎަܸرة ߱ެީჱاࢲ ،ࠣ୐෾ܸކ

n
u ቼቮକଐ਑৶n 

 أ߾ࢽݧlim
nn
u


 

3( ( )
n
w ૄસၫ ࠣࡴެެܸࡦޟࠣ ࡴݕ࢓ߖ ᚻ2:ݽ 2

3 3

n

n
w n

 
   

 
 

 ࡷࣝعസലമأ߾ࢽݧ ا
n
S ߾ޟݜ:   

1 2
...

n n
S w w w  

௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اോെޯاࡦ  

1( f  ૄસၫ ࠣࡴݕ࢓ߖ ቼቮدا 1;2I   ૊સݶ ሬሞᇾ :2
( )

4
x

f x
x



 

 

  Iࡴ౫౑ا਑৯ة ೕೆܸࡴًܸ f  ૄસၫأძ჋ݚ أن اኃቮاቼቮ / أ   
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)ߖܸن   Iࡴࡹ फउxࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ߾ߢޟ।ौ / ب   )f x ፜ፎެࡷ࣬ إხႻI  

)ހݕ࢓فّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )2 )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

0

3
2

u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n  :
1

( )
n n
u f u   

: फउnࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ   
n
u ፜ፎެࡷ࣬ إხႻI  

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب   )
n
u ܸᐮᏰރߢܸر ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙ ،  

फउn  :1ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ )3
1

3
1

2

n n
u  

 
 

 

  

)أ߾ࢽݧ ᐮᏳܸݶࠣ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ / ب   )
n
u

  
௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اോെޯ߁ واࡦၭاࡦࣝا 

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )
n
uૄસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ᚻݽ : 

0
1u  ؛

1

1
2

u   പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn:
2 1

1
4n n n

u u u    

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣو    )
n
v ૄસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ᚸݽ :

1

1
2n n n

v u u   

)أძ჋ݚ أنّ  )1 )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ،ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟّࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ

0
v 

ا࠾ެݧ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم )2
n
v  ቼቮକଐ਑৶n  

3( ቼቮକଐ਑৶ ، ا߾ࢽݧn   ࡷࣝعസലമا ،:    
0 1

...
n n
S v v v  

4( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠn :n
n

n

u
w

v
   

ا߾ࢽݧ/ أ    
0
w  ّأن ໝّແݽ Ꭵ᎙ ،( )

n
w

 
ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ ّࠣୃ෾ܸࡴެެܸࡦޟࠣ ߾ࢽ.  

ا࠾ެݧ ݎަܸرة اஇॅ߁ اࡦݕܸم/  ب   
n
w  ቼቮକଐ਑৶ nപ୥߁د ࣊ަޟၫ أ࢟ݐ࢓ ໝّແၫ Ꭵ᎙ ،n  ߢࢄ༥࿸ يኂቮا: 2020nwe    

௧ோ࢓ৡ৒঴ا ።ጒܸޯކࣝن اࡦോെޯواࡦ 

( )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉ3ا

0
4u e പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n  : 

1
2

n n
u u  

4؛nࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउപ୥ࠤ/ أ )1
n
u  

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب     )
n
u؟ ߱ެީჱమఝ ࡴܸذا ،  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ  )2 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا :  ln 2 ln 2

n n
v u  

)أძ჋ݚ أن / أ     )
n
v ولଘଐ߁ࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

أ࠾ެݧ / ب   
n
v ቼቮକଐ਑৶n  أن ؛ ໝແݽ Ꭵ᎙

3

24
n

n
u e أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،lim

nn
u


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: اኂቮي ༥࿸ߢࢄ ໝແၫn اࡦݕ߁د اࡦ࣍ަޟപ୥/ ج         2021ln2
0 1

... 6 1
n

v v v e  

3( ቼቮକଐ਑৶ أ߾ࢽݧn  ࡷࣝعസലമا
n
S 2:߾ޟݜ 2 2

0 1
...

n n
S v v v     

௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اࡦޯܸࡦݜ اോെޯواࡦ 

( )
n
u ولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا :

0

13
4

u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn؛
1
3 3

n n
u u     

1(  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउn 3ߖܸن 4
n
u  

؛ၫ ᇬᆚn߁د ࣊ަޟപ୥ ݽໝແ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ )2
2

1

7 12

3 3
n n

n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
)، واࢲჱީެ߱ أنّ  )

n
u ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ 

)फउر ଍ଉܸذا )3 )
n
u ࠣࡴެߢܸرݽ 

)ࡦެࡐࡹ )4 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉا ᚺݽ:ln( 3)

n n
v u  

)ݽໝແ أنّ/ أ    )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

౭ّోၫ ݎࡹ / ب  
n
v Ꭵ᎙

n
u ቼቮକଐ਑৶n أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،lim

nn
u


  

:nހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ج  
0 1

( 3)( 3) ... ( 3)
n n
P u u u       

 أ࠾ެݧ
n
P ቼቮକଐ਑৶n ّأن ໝّແݽ Ꭵ᎙ ،1

lim
16nn

P


  

௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇ ا༜་ކࣝن اോെޯواࡦ 

)።ጼ اࡦࣀᇬᇊ ا଍ଉߢܸݽࡠ )C ቼቮاኃᒔᐺ ።ጒܸޯޟࡠ اࡦަޟৡ৒঴ࠤࣝ اf ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ૄસၫ  

اസലമܸل 0;1 ߕࠣ؛ോെ2ݽܸࡦݕ
( )

1
x

f x
x




  

)و  )d ذ বঐࢽެߢ଍ଉوا ቼቮݕܸد଍ଉاy x  

1( ( )
n
u  ࠣެެܸࡦޟ଍ଉݕ࢓ߖّࠣا଍ଉاࡦݕ߁دݶࠣ ا ૄસၫ  ولଘଐ߁ّࠤܸ ا༥࿿

0

1
2

u  

പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ
1

( )
n n
u f u  

أၫ߁ رᄋ႐ ࠤ߀ا اࡦࣀ።ጼ ᇬᇊ ورߕࠣ اଔଐၱܸݽࠣ، ᎙Ꭵ ࡴޯࡠ اஇॅ߁ود/ أ  
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u  ࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ༥஽ ܸࡴࡠၭ ૄસၫ  

  دون ߾ࢽᐮᏰܸܸ ࡴ౭ోزا ߽࣍ࣝط اৡ৒঴ޯޟࡠ    

)࢝݇ ዖွီޟީܸ ߾ࣝل ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ / ب  )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

ࡴ౫౑ا਑৯ة ೕೆܸࡴܸ સၫૄ اസലമܸل fأძ჋ݚ أنّ اኃቮاቼቮ/ أ )2 0;1 

(Cf)

(d)

0 1

1

x

y
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0؛फउnࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ب     1
n
u   

)ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ج     )
n
u  

3( ( )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا ૊સݶ ሬሞᇾ:

1
n

n
n

u
v

u


 

)फउࠤࡹ أنّ / أ     )
n
u  ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແ1ࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ

2
ݶ࣍࡬ݧ ߾ࢽܸب ၭ߁ّࠤܸ اଘଐول، 

0
v  

)أ߾ࢽݧ ᐮᏳܸݶࠣ/ ب    )
n
u  

 واࡦോെޯކࣝن اஆॅܸࡴࢧ ௧ோاৡ৒঴࢓ 

( )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣ߁دݶࠣ ࡴݕ࢓ߖၫ ࠣࡴެެܸࡦޟ

0
1u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n :

1

1
4

3n n
u u    

 പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ހࢢ݇ ࡴࡹ أၱࡠn  :6
n n
v u   

6n؛  फउnࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ )1
u   

)اࢲჱީެ߱ ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب   )
n
u ީެ߱؟ჱమఝ ެެܸࡦޟࠣ/ ج     ࡴܸذا଍ଉܸݶࠣ اᐮᏳ أ߾ࢽݧ( )

n
u  

)ݽໝແ أنّ / أ )2 )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

أ࠾ެݧ / ب    
n
v  ቼቮକଐ਑৶n  ߱ެީჱواࢲ ،

n
u  ቼቮକଐ਑৶n  

ໝແၫࣝ:0 اസലമࡷ nأ߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶/  ج     1
...

n n
S u u u    2و

0 1 2
3 3 ... 3n

n n
T v v v v      

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )3 )
n
w ᚸݕ࢓ߖࠣ ݽ଍ଉا:

0
1w   പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n :

1

1 1
n n

n
w w

n n

 
  
 

  

:  ౭ౄၦ പ୥n ࡴݕ߁وم फउࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟ/ أ    
1 1

2
n n n
w w w    

)اࢲჱީެ߱ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ / ب    )
n
w ࠣୃ෾ܸج   ߾ࢽ / പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠफउn  :2 1

n
w n   

௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اࡦࢽܸدس اോെޯواࡦ  

଍ଉެެܸࡦޟࠣࡦެࡐࡹ ا( )
n
uૄસၫ ّࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ᚺݽ: 

0
3u و

1
6u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn:  

2 1

5 1
4 4n n n

u u u  

)ໝແެࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟو )
n
v و( )

n
wّݕ࢓ߖ଍ଉاໝແެ ૄસၫ ᚺݽ  : 

1

1
4n n n

v u u و  7
n n
w u  

)फउࠤࡹ أن/ أ  )1 )
n
v ࠣ୐෾ܸࡴެެܸࡦޟࠣ ކ 

؛ nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥اࢲჱީެ߱ أنّ، / ب       

 

1

1
( 21)
4n n

u u  

؛nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउ പ୥ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أنّ،/ أ )2


 
1
7

n n
u u  
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)ݽໝّແ أنّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب   )
n
uܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ ߱ެީჱࡴެߢܸرݽࠣ، واࢲ 

)أძ჋ݚ أنّ  )3 )
n
w أࢲ ໝແولࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟّࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ،ܸᐰ႐ܸ 

؛nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ اࢲჱީެ߱ أހࠟ/ أ )4


 
   

 

1

1
7

4

n

n
u   

)أ߾ࢽݧ ୶୧ة أ༄໦ى ᐮᏳܸݶࠣ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ب   )
n
u  

௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اࡦࢽܸݽ݇ اോെޯواࡦ  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )
n
u ᚸݕ࢓ߖࠣ ݽ଍ଉا:

0
0u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn،


  

1
3 2 1

n n
u u n   

)ހݕ࢓ف ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )
n
v  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ࡴࡹ أၱࡠn،   

n n
v u n ߾ޟݜ و ߁دان ߾ߢޟߢޟܸنၫ  

1( ௧ோاࡦݕ߁د ໝّແၫ و ࠣެެܸࡦޟ଍ଉޟݜ ރࡐࣝن ا༥࿿( )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸࠤީ߁ࢲޟࠣ، ݶ࣍࡬ݧ ߾ࢽܸب أࢲ 

nأ࠾ެݧ ോᇦᆚ ࡴࡹ )2
v و

n
u ቼቮକଐ਑৶n  

3( ቼቮକଐ਑৶ ا߾ࢽݧnໝແၫࣝࡷസലമا   
0 1

...
n

S v v v و   
0 1

...
n n
T u u u   

௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اࡦޯܸࡴࡹ اോെޯواࡦ  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

0

1
4

u ަ࣊ ߁دၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،പ୥ޟn  :  2
1 2

n
n n

u
u u  

1أ߾ࢽݧ  )1
u 2وu 

फउn :ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ )2 
1

0
4n

u 

)ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ ݽໝّແ أن/ ب    )
n
u ܸܸࡴೕೆ ࠣࡴެީܸߕࢤ ،Ꭵ᎙ ީެ߱اჱࡴެߢܸرݽࠣ ࢲ ܸᐮᏳّأ  

؛nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ ݽໝّແ أހࠟ/ أ  )3



1

3
4n n

u u  

؛nࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥اࢲჱީެ߱ أހࠟ / ب   
 

  
 

1 3
4 4

n

n
u       ا߾ࢽݧ/ ج


lim

nn
u   

௧ோ࢓ৡ৒঴ކࣝن اࡦެܸࢲ݇ اോെޯܸݶࠣ اࡦࢽީࠣ(  واࡦᐮᏳ ።ጼ ࠣୃ෴ܸᐮᐜ࢓اࠂݕࠣ اࡦ଍ଉا ።ጼ ቸቴၭ ك౭౑ݶ( 

( )
n
u  ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉݕ࢓ߖࠣ  اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉا  ᚺݽ

1
2

1

n
x

n
n

u e dx



    

أ߾ࢽݧ )1
0
u ോെݚ ࡴࢽެݕࡷძ჋أ Ꭵ᎙ ، പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ اࠂ݇، أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ل ݽܸࡦକଐࢲެ߁କଐࡴަ߁أ اn0؛

n
u  

أ࠾ެݧ  )2
n
u ቼቮକଐ਑৶n   ݚ أنძ჋أ Ꭵ᎙ ،( )

n
u ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ 

3( ቮକଐ਑৶ أ࠾ެݧቼnاࡦߣ࢓ق
1n n

u u  ࠣެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ౄܸه ރݐ༩စا  ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙( )
n
u 

)اࢲჱީެ߱ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ  )4 )
n
uܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ، ࠣࡴެߢܸرݽ  
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5( ቼቮକଐ਑৶ أ߾ࢽݧn  ࡷࣝعസലമا
n
S ߾ޟݜ:

0 1 1
...

n n
S u u u    أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،lim

nn
S


 

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن اଘଐا 

)ހݕ࢓فّ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )1 )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

0
2u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n  :

1

5

2 3
n

n
n

u
u

u 


 

:༥࿿nޟݜ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟb പ୥و aاஇॅߢޟߢޟໝແၫ ໝແ اࡦݕ߁د௧ோ/ أ   
1 2 3n

n

b
u a

u
 


  

फउn :1ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / ب  
n
u   

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ج   )
n
u  ،ఝ ࡴܸذا ߱ެީჱమأ߾ࢽݧ Ꭵ᎙lim

nn
u


  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ  )2 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا  : 

1
n

n
n

u
v

u


 

)ن फउࠤࡹ أ/ أ     )
n
v ولଘଐ߁ࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݎࡹ / ب   ࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ ౭ోၫ

n
v  Ꭵ᎙

n
u  ቼቮକଐ਑৶n 

3(   ໝແၫࣝࡷസലമا ౭ోެހݕ
n
S و

n
߾ޟݜ:

0 1
...

n n
S v v v    و

0 1

1 1 1
...

n
n

u u u
     

أ࠾ެݧ
n
S ቼቮକଐ਑৶n  أن ໝّແݽ Ꭵ᎙ ،1

n n
n S     

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن اଘଐ߁ واၭاࡦࣝا  

སཌީࠏ଍ଉا( )C  ࡴ ።ጼ ،።ጒܸޯޟࡠ اࡦަޟৡ৒঴ߢܸݽࡠ ࠤࣝ ا଍ଉاᄂ྅ܸႂެݕࣰࣴ ࡴެݕܸࡴ߁ وࡴ , ,O i j
 

   

ቼቮاኃᒔᐺf  ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا 0; ᚺ2:ݽ( ) ln(1 )   f x x x   

( )C  ަ߁أ଍ଉࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ ݎީ߁ ا༥஽ ݇࣍ݶߢ" "o ߖߢࣇ  

1( ᇬᆚ ر أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠफउ ،ࠣୃกܸୃ෾ ݽߢ࢓اءةx ࡴࡹ 0;:2ln(1 ) x x  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )2 )nu ᚻݕ࢓ߖࠣ ݽ଍ଉ0:ا
3
2

u  ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn  ࡴࡹ :2
1

1 ln(1 )
2  n nu u  

1و  :0nuࡴࡹ  nݽໝແ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚ/  أ   
1
2 n nu u   

:3ࡴࡹ  nاࢲჱީެ߱ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚ/  ب   1
2 2
   
 

n

nu   أݶࢢܸ أن ߱ެީჱواࢲ( )nu ܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ ߁دၭࡴެߢܸرݽࠣ و  

)ࡦެࡐࡹ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )3 )nS ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉاᚺ0: ݽ 1 ...   n nS u u u  

)ݽໝແ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ أ )nS ܸܸࡴೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ  

(C)

2 3 4

-1

0 1

1

x

y
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:  ࡴࡹ  nأހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ᇬᆚݽໝແ / ب
3 13
2 2
    
 

n

nS  واࢲჱީެ߱ أᐮᏳܸ ࡴެߢܸرݽࠣ  

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن اଘଐوا ።ጒܸޯاࡦ  

1( f  ૄસၫ ࠣࡴݕ࢓ߖ ቼቮدا 1;3I   ૊સݶ ሬሞᇾ :5 3
( )

1
x

f x
x





 

                Iࡴ౫౑ا਑৯ة ೕೆܸࡴًܸ f  ૄસၫأძ჋ݚ أن اኃቮاቼቮ / أ   

फउxࠤࡹ أހࠟ إذا ᇱᆚن/ ب   I ߖܸن( )f x I  

)ހݕ࢓ف ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )2 )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا

0
2u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n  :

1
( )

n n
u f u   

फउn :1ࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥ / أ    3
n
u   

)أدرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب   )
n
u ؟ ߱ެީჱమఝ ࡴܸذا ،  

)ހݕ౭ోެ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ  )3 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا  : 

3

1
n

n
n

u
v

u





 

)ݽໝແ أن / أ  )
n
v ولଘଐ߁ࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

౭ోၫ ݎࡹ / ب 
n
v ቼቮକଐ਑৶n ᇬᆚ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ߱ެީჱاࢲ Ꭵ᎙n ࡴࡹ  :2

1
2 1n n

u


 


Ꭵ᎙ ،lim أ߾ࢽݧ 
nn
u


 

4( ቼቮକଐ਑৶ أ߾ࢽݧn  ໝແၫࣝࡷസലമا
n
S و

n
T߾ޟݜ: 

0 1
...

n n
S v v v   و

0 0 1 1
...

n n n
T v u v u v u    

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن اଘଐاࡦޯܸࡦݜ وا 

)ࡦެࡐࡹ )
n
u ૊સݶ ሬሞᇾ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا :

0
0u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn؛

1

1

3
n

n
n

u
u

u





  

1ߖܸن फउnࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ أ )1
n
u   

)ໝ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣݽແ/ ب     )
n
u ૄસၫ ܸܸࡴೕೆ ࠣࡴެީܸߕࢤ  

)଍ଉެެܸࡦޟࠣاࢲჱީެ߱ أنّ ا/ ج     )
n
u ܸᐮᐟ᠀ܸᐮᏳ أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ، ࠣࡴެߢܸرݽ  

)ࡦެࡐࡹ )2 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉا ᚺ1: ݽ

1n
n

v
u




 

)ໝ أنّݽແ/ أ     )
n
v  ّ߁ၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ ࠣୃ෾ܸولࡴެެܸࡦޟࠣ ߾ࢽଘଐࠤܸ ا  

౭ ݎࡹ ၫో/ ب   
n
v Ꭵ᎙

n
u ቼቮକଐ਑৶n  

اസലമࡷࣝع  ቼቮକଐ਑৶n أ߾ࢽݧ )3
n
S ߾ޟݜ:

0 1
...

n n
S v v v    
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௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇ و ا༜་رݽݕࣝناଘଐا 

( )
n
u  ولଘଐ߁ࠤܸ ا༥࿿ ࠣ߁دݶࠣ ࡴݕ࢓ߖၫ ࠣࡴެެܸࡦޟ

0
1u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠ ،n :

1
2 3

n n
u u  

  

3اኃቮاቼቮ ا଍ଉݕ࢓ߖࠣ સၫૄ اസലമܸل  hࡦެࡐࡹ )1 ;
2

    
 ૊સݶ ሬሞᇾ( ) 2 3h x x  

  ( )Cو ።ጒܸޯޟ࡬ܸࠦ اࡦަޟೕೆ( ) ቼቮݕܸد଍ଉذا ا বঐࢽެߢ଍ଉاy x ።ጼ  

    ᄂ྅ܸႂެࡴݕࣰࣴ ࡴެݕܸࡴ߁ وࡴ ፜ፎࢽࣝب إხ଍ଉࢽެࣝي ا଍ଉߢܸݽࡠ ( ا଍ଉا ᇬᇊأހ࣌࢓ اࡦࣀ(   

ࡴޯࡠ ༥஽ ૄસၫࣝر اࡦߣࣝا࢟ࡠ اஇॅ߁ود / أ    
0
u  ،

1
u  ،

2
u و

3
u  

       )ᄋ႐༜་߽࣍ࣝط ا ܸ༥༡ࣝࡴ ܸᐮᏰܸدون ߾ࢽ(  

)࢝݇ ዖွီޟީܸ ߾ࣝل ا༩စܸه ރݐ౭ౄ/ ب    )
n
u ܸᐮᏰوރߢܸر  

2( പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ اࠂ݇  أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ౭౑ࠤࡹ ݽܸࡦफउn  :0 3
n
u   

)ادرس ا༩စܸه ރݐ౭ౄ ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ / أ )3 )
n
u  

)اࢲჱީެ߱ أن ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ/ ب    )
n
u  أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،ࠣࡴެߢܸرݽlim

nn
u

  
௧ோ࢓ৡ৒঴ܸࡴࢧ اஆॅرݽݕࣝن اଘଐوا 

)ࡦެࡐࡹ )
n
u ૊સݶ ሬሞᇾ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا :

0
u  പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ وࡴࡹ أၱࡠn؛

1

7 2

8
n

n
n

u
u

u





  

1( ແၫবঐߕ ໝ ࠣެެܸࡦޟ଍ଉރࡐࣝن ࡴࡹ أၱ࡬ܸࠦ ا ཬཏاࡦ( )
n
u ࠣ୐෾ܸކ 

ހߣ࢓ض أنّ 
0

0u   ،أ߾ࢽݧ
1
u  ،

2
u 

 ໝແߢޟߢޟஇॅا ௧ோاࡦݕ߁د ໝແၫa وb പ୥߁د ࣊ަޟၫ ᇬᆚ ޟݜ ࡴࡹ أၱࡠ༥࿿n:
1 8n

n

b
u a

u
 


  

0ߖܸن nࠤࡹ ݽܸࡦ౭౑اࠂ݇ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟफउപ୥/ ج  1
n
u ࠣެެܸࡦޟ଍ଉا ౭ౄܸه ރݐ༩စادرس ا Ꭵ᎙ ،( )

n
u 

)ࡦެࡐࡹ )2 )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ ا଍ଉا ᚺݽ :

2

1
n

n
n

u
v

u





 

)ໝ أنّݽແ/ أ    )
n
v  ࠣول ࠤީ߁ࢲޟࠣࡴެެܸࡦޟଘଐ߁ّࠤܸ اၭو ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ  

౭ ݎࡹ ၫో/ ب  
n
v Ꭵ᎙

n
u ቼቮକଐ਑৶nܸࠣݶᐮᏳ أ߾ࢽݧ Ꭵ᎙ ،( )

n
u  

أ߾ࢽݧ ോᇦᆚ ࡴࡹ  )3
n
S و

n
߾ޟݜ:

0 1
...

n n
S v v v    و    

0 1
...

n n
v v v 

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن اࡦࢽܸدس اଘଐوا 

2 3 4-1

2

3

0 1

1

x

y
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( )
n
v ولଘଐ߁ّࠤܸ اၭ ܸܸࡴೕೆ ࠣަ߁ودࠤܸ ࡴࣝࠂၭ ᇬᆚ ࠣࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟ

1
v ܸᐰ႐ܸوأࢲq 3:߾ޟݜ 7

2 6

ln ln 8 2 ln 2

ln ln 4

v v

v v

   
   

  

أ߾ࢽݧ )1
1
v ࢲܸسଘଐواq ߁ اࡦݕܸمஇॅأ࠾ެݧ ݎަܸرة ا Ꭵ᎙ ، ࠣެެܸࡦޟ଍ଉ߀ه اಘಔ

n
v ቼቮକଐ਑৶n  

أ߾ࢽݧ ا஋ॅ߁اء )2
n
P ߾ޟݜ:

1 2
...

n n
P v v v       

3( ( )
n
u ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉެެܸࡦޟࠣ اࡦݕ߁دݶࠣ ا଍ଉا* ᚻݽ:

1
ln ln

n n n
u v v   

)ݽໝແ أن / أ    )
n
u   ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ ࠣୃ෾ܸݎࡹ / بࡴެެܸࡦޟࠣ ߾ࢽ ౭ోၫ

n
u ቼቮକଐ਑৶n  

4ࠤࡠ اࡦݕ߁د )4 ln 2 3 ࠣެެܸࡦޟ଍ଉ߁ود اၭ ߁ ࡴࡹၭ( )
n
u  

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝنو اࡦࢽܸݽ݇ اଘଐا 

( )
n
u ૄસၫ ࠣ߁دݶࠣ ࡴݕ࢓ߖၫ ࠣࡴެެܸࡦޟ ૊સݶ ሬሞᇾ :

2 1

4 1
3 3n n n

u u u   و
0
1u  و

1
2u   

)ا଍ଉެެܸࡦޟࠣ )
n
v ૄસၫ ࠣݕ࢓ߖ଍ଉا ᚻݽ:

1n n n
v u u   

أ߾ࢽݧ )1
0
v و

1
v 

2( ّୃ෾ ّࡹ أنᚻ( )
n
v ܸᐰ႐ܸأࢲ ໝແࡴެެܸࡦޟࠣ ࠤީ߁ࢲޟࠣ ݶ࣍࡬ݧ ރݕޟ 

اസലമࡷࣝع nأ߾ࢽݧ ቼቮକଐ਑৶/ أ )3
n
S ߾ޟݜ:

0 1
...

n n
S v v v    

3؛फउnࠤࡹ أހࠟ ࡴࡹ أၱࡠ ၫ ᇬᆚ߁د ࣊ަޟപ୥/ ب    1
1 1

2 3

n

n
u

         
    

)ᚻّୃ෾ࡹ أن/ ج    )
n
u ࠣࡴެߢܸرݽ  

௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن ޯܸࡴࡹاࡦ اଘଐوا   

I. ࠣެެܸࡦޟ଍ଉا( )
n
v ࠣࡴݕ࢓ߖ  ૄસၫ ૊સݶ ሬሞᇾ: 
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௧ோ࢓ৡ৒঴ࢽࣝنو ࡦݜޯܸاࡦ اଵତଠا   
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௧ோ࢓ৡ৒঴ܸࡴࢧاॅ اஆ ࢽࣝنوଵତଠا   

  
௧ோ࢓ৡ৒঴ࢽࣝنو ࢽܸدساࡦ اଵତଠا   
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௧ோ࢓ৡ৒঴رݽݕࣝن اଘଐܸࡴࢧ واஆॅا 
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