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fبحيث قابلة للاشتقاق على fتوجد دالة وحيدة f  و 0 1f  "نرمز إلى هذه الدالة بالرمز.exp  و "

 نسميها الدالة الأسية ) النيبيرية (.

yالدالة الأسية هي إذن الحل الخاص للمعادلة التفاضلية y   التي تحقق 0 1y .        

  نتائج:    exp 0 1.                

 لدينا:  nو من أجل كل عدد صحيح نسبي x،yمن أجل كل عددين حقيقيين ،xمن أجل كل عدد حقيقي

        exp 0 1x      
 

 
1

exp 2
exp

x
x

               exp exp exp 3x y x y  . 

      
 

 
 

exp
exp 4

exp

x
x y

y
        .     exp exp 5

n

nx x   . 

 

e
xe

بالدالة الأسية أي  1هو صورة العدد eالعدد     exp 1e  2,718281828. تعطينا الحاسبةe . 

n ،من أجل كل عدد صحيح نسبي         exp exp 1 exp 1
n

n n      . 

n ،لدينا إذن: من أجل كل عدد صحيح نسبي   exp nn e. 

، إلى xاصطلاحا نرمز، من أجل كل عدد حقيقي   exp x  بِـ
xe. 

x ،من أجل كل عدد حقيقي exp xx e   تقرأxe أسية " :x ." 

 لدينا:  nو من أجل كل عدد صحيح نسبي x،yمن أجل كل عددين حقيقيين

     0 1e                              exp xx e               
1x

x
e

e

  

     x y x ye e e                     e
x

x y

y

e

e

                   
n

nx xe e 

 

x ،0xeمن أجل كل عدد حقيقي .الدالة الأسية متزايدة تماما على . 

 من أجل كل عددين حقيقيينa وb  :لديناa be e   يعنيa b  وa be e   يعنيa b. 

               من أجل كل عدد حقيقيx  :0لدينا 1xe    0يعنيx    1وxe    0يعنيx . 

 

 lim 1x

x
e


          . lim 0 2x

x
e


. 

بِـ  المعرفة على  fنعتبر الدالة مثال:        2xf x e  . 

  لدينا lim 2
x

x


     و بما أنlim X

X
e


   2فإنlim x

x
e  


   أي

 lim
x

f x


 . 

  لدينا lim 2
x

x


     و بما أنlim 0X

X
e


  2فإنlim 0x

x
e  


  أي lim 0

x
f x


. 

 

.1 
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lim ........... lim

lim 0................ lim 0

x x

nx x

x n x

x x

e e

x x

xe x e

 

 

   

 

            
0

1
lim 1

x

x

e

x


  

 
 

  المنحني C يقبل محور الفواصل كمستقيم مقارب لما يؤولالممثل للدالة الأسيةx إلى. 

  لدينا exp 0 1   0و 1e إذن يقبل المنحني . C  مماسا  0عند النقطة ذات الفاصلة

  : 1y x  . 

 :من تعريف العدد المشتق لدينا
   

 
0

0 exp 0
lim exp 0 1
x

exp x

x

 
     :إذن

0

1
lim 1

x

x

e

x


 . 

1xالدالة نتيجة:      x هي أحسن تقريب تآلفي للدالةxx e أي من أجل .0بجوارx  0قريب من 

1xeلدينا: x  

   
expو  uفإن للدالتين Iدالة معرفة على مجال uإذا كانت u  نفس اتجاه التغيرات على المجالI. 

بِـ  المعرفة على  fنعتبر الدالة مثال:       
2 1xf x e . 

expfنلاحظ أن  u  حيثu  بِـ  هي الدالة المعرفة على  2 1u x x . 

متناقصة تماما على المجال  uبما أن الدالة  ;0  فإن الدالةf متناقصة تماما على المجال ;0. 

متزايدة تماما على المجال  uوبما ان الدالة  0;  فإن الدالةf متزليدة تماما على المجال 0;. 

 

expفإن الدالة  Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال uإذا كانت خاصية:      u قابلة للاشتقاق علىI  و لدينا من

I ،من xأجلكل       
exp

u x
u x u x e . 

 مثال:      

 مشتقة الدالةf  بِـ  المعرفة على 
2 1x xf x e    هي   

2 12 1 x xf x x e    . 

 مشتقة الدالةg  المعرفة على  بِـ 
1

xg x e  هي 
1

2

1
xg x e

x
  . 
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 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 01

 
2 3 3 2 1 1x x xe e        و 5 3 3 1 2x xe e  

 

 حل المعادلة و المتراجحتين التالية: 02

 2 1 3 1xe           ، 2 5 2xe            ، 2 3 3xe   

 

 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 03

   ln 2 1 2 1x        و   ln 2 1 2 2x   

 

 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:   04

 2 2 3 5 1x xe e            و 2 1 11
2

2

x xe e    

 

 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 05

 2 6 0 1x xe e        و 2 6 0 2x xe e   

 

بِـ  المعرفة على fنعتبر الدالة  06  2 32 xf x e    

 عند أطراف مجموعة تعريفها. f. عين نهايات الدالة1

 .fالدالة. أدرس اتجاه تغير 2

 

بِـ:  المعرفة على  fنعتبر الدالة 07 
1

1

x

x

e
f x

e





و ليكن  C .منحنيها البياني 

مجموعة تعريفها. استنتج المستقيمات المقاربة للمنحنيعند أطراف  f. عين نهايات الدالة1 C. 

ثم شكل جدول تغيراتها. أرسم المنحني f. أدرس اتجاه تغير الدالة2 C .في معلم متعامد و متجانس 

 

المعرفة على المجال  fنعتبر الدالة 08 0;  بِـ  2 lnxf x e  

 .و عند  0عند fأدرس نهايتي الدالة

 

بِـ  المعرفة على fنعتبر الدالة 09   2ln 1xf x e  و ليكن C .منحنيها البياني 

. أحسب1 f x ثم استنتج اتجاه تغير الدالةf. 

. عين نقط المنحني2 C  وازيا للمستقيمالتي يكون عندها المماس م   ذو المعادلة
3

x
y  

 

بـ:  المعرفة علىf نعتبر الدالة  10
4

( )
1 x

f x x
e

 


 

 .  و عند عند f.احسب نهايتي الدالة 1        

)'احسب -.أ2         )f x  حيث'f هي الدالة المشتقة للدالةf. 

2.  
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)'ادرس إشارة  -ب         )f x الةو شكل جدول تغيرات الدf. 

). نرمز بـ3         )Cإلى التمثيل البياني للدالةf  في المستوي المنسوب إلى معلم( ; , )O i j 

)بين أن المنحني  -أ          )C  يقبل المستقيمD ي معادلتهالذ y x كمقارب مائل عند و يقبل المستقيم ،'D  

4y الذي  معادلته            x كمقارب مائل عند. 

)ادرس وضعية المنحني -ب          )C  بالنسبة إلى كل منD و'D   

). بين أن المنحني4        )C يقطع محور الفواصل في نقطة واحدة فاصلتها  حيث 4; 3  . 

)م . ارس5        )C. 

 

بِـ:  المعرفة على  fنعتبر الدالة 11 
1

1

x

x

e
f x

e





 

 فردية. f.بين أن الدالة1

،من x.بين أنه من أجل كل2 
 

 
2

2
2

1

f x
f x

f x


   

 

 

بِـ:  المعرفة على  fنعتبر الدالة 12 
3 1

1

x

x

e
f x

e





 

، من x.بين أنه من أجل كل1    2f x f x  .فسر بيانيا النتيجة . 

،من x.بين أنه من أجل كل2 
4

1
1

x

x

e
f x

e
 


 

 

 عددا حقيقيا. kليكن :مبرهنة 13

fبحيث القابلة للاشتقاق على fالدوال      kf  :هي الدوالkxx Ce حيثC.عدد حقيقي ثابت 

 . أنجز برهانا لهذه المبرهنة.1

بحيث القابلة للاشتقاق على f. عين كل الدوال2   2 0f x f x  . 

حيث f. من بين الدوال3   2 0f x f x   21عين تلك التي منحناها البياني يمر من النقطة
;

2
A e
 
 
 

. 
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  

01       
المعادلة     u x v x

e e       تعني   u x v x. 
المتراجحة                u x v x

e e        تعني   u x v x. 

 
 1  2تعني 3 3 2 1x x x      2أي 2 0x x   2و 1و لهذه المعادلة الأخيرة حلان هما. 

مجموعة حلول المعادلة   1  هي إذن 2;1S  . 

 2  5تعني 3 3 1x x    2أيx  . 
مجموعة حلول المتراجحة  2  هي إذن 2;S   . 

02     
  لحل المعادلة u x

e   0حيث   يكفي حل المعادلة   lnu x . 

  لحل المتراجحة u x
e   0حيث   يكفي حل المتراجحة   lnu x . 

   1  2تعني 1 ln3x    1أي ln3

2
x


 1. مجموعة الحلول هي إذن ln3

2
S

 
  
 

. 

2، من xمن أجل كل   0xe    2و منه 5xe   . مجموعة حلول المتراجحة 2  هي إذنS . 
   3  2تعني ln3x    أي ln 3 2x   مجموعة الحلول هي إذن . ln 3 2;S     . 

03  
حل المعادلة ل  ln u x     على التوالي المتراجحة ln u x    نقوم أولا بتعيينD مجموعة 

معرفة من أجلها مع  uالأعداد الحقيقية التي تكون الدالة     0u x   المجموعةثم نحل فيD المعادلة u x e  
على التوالي     u x e . 

D هي مجموعة الأعداد الحقيقيةx 2بحيث 1 0x    1أي

2
x   1منه و

;
2

D
 

  
 

. 

D ،من xمن أجل كل  1  22تعني 1x e   أي
2 1

2

e
x


.  مجموعة الحلول هي إذن

2 1

2

e
S

 
  
 

. 

D ،من xمن أجل كل 2  22تعني 1x e   أي
2 1

2

e
x


.  مجموعة الحلول هي إذن

21 1
;

2 2

e
S

 
  
 

. 

 

04    
1 . 1   تعني   2 2 3

5
x x

e
  

    3أي 1 5xe     3و هذا يعني 1 ln5x     1أي ln5

3
x


 

مجموعة حلول المعادلة  1  :1هي إذن ln5

3
S

 
  
 

 

2  . 2     تعني
2 1

1

1

2

x

x

e

e

 

 
 1ن لأ 0xe       :لدينا   

2 1
2 1 1 2 1 1

1

x
x x x x x

x

e
e e e

e

 
         

 
    

و منه   
2 1

1

1

2

x

x

e

e

 

 
    1تعني

2

xe      1أي
ln

2
x

 
   

 
ln2xو هذا يعني      أيln 2x . 

ة مجموعة حلول المتراجح 2  :هي إذن ;ln 2S  . 
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2 3 4-1-2-3-4

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 

05  
2لحل معادلة من الشكل   0x xae be c    2أو متراجحة من الشكل 0x xae be c  : 

  نضعxX e  2ثم نحل المعادلة 0aX bX c    2أو المتراجحة 0aX bX c  . 

 نعين قيمx  انطلاقا من العلاقةxX e. 

 
xX. بوضع 1 e نحصل على المعادلة ذات المجهولX  :2التالية 6 0X X  . 

25لدينا    2و منه حلول المعادلة 6 0X X    :2هماX     3وX  . 
 2xe    0لا تقبل حلولا لأنxe . 

 3xe     تعنيln3x . 

مجموعة حلول المعادلة  1  :هي إذن ln3S . 
xX. بوضع 2 e نحصل على المتراجحة ذات المجهولX  :2التالية 6 0X X  . 

2للمعادلة  6 0X X   2ن هما جذرا  2. و بالتالي فإشارة 3و 6X X  :هي كالآتي 
        3             2           X 

            +0      -      0      + 2 6X X  
2حلول المتراجحة  6 0X X   هي إذن الأعداد الحقيقيةX  :2بحيثX      3أوX . 

 2xe    0لا تقبل حلولا لأنxe . 

 3xe     تعنيln3x . 

مجموعة حلول المتراجحة 2  :هي إذن ln3;S  . 

06  1 . lim 2 3
x

x


    و بما أن lim X

X
e


   2فإن 3lim x

x
e  


   و منه lim

x
f x


 . 

 lim 2 3
x

x


     و بما أنlim 0X

X
e


  2فإن 3lim 0x

x
e  


  و منه lim 2

x
f x


. 

، من xو لدينا من أجل كل قابلة للاشتقاق على f. الدالة2  2 32 xf x e    . 

2بما أن  3 0xe    فإن من أجل كلx من ،  0f x . 
 .متناقصة تماما على fإذن الدالة

07    دينا لlim 0x

x
e


  1و منه

lim 1
1

x

xx

e

e


 


 

   إذن lim 1
x

f x


 . 

  نعلم أنlim x

x
e


  ينا حالة عدم التعيين.و منه لد 

1 11 1
1

lim lim lim
111

11

x

x x x

xx x x
x

xx

e
e e e

e
e

ee

  

 
     

  
 

 

 

  1و بما أن
lim 0

xx e
  فإن lim 1

x
f x


. 

  لدينا 
0

lim 1 2x

x
e


   و 

0
lim 1 0x

x
e


 . 

 

1xeنعلم أن    0يعنيx  1وxe  0يعنيx  

و بالتالي  
0

lim
x

f x




   و 
0

lim
x

f x




 . 

يقبل المنحني C :ثلاث مستقيمات مقاربة معادلاتها  
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 0x  ،1y   1وy . 
2 )f قابلة للاشتقاق على المجالين ;0، 0;  

و لدينا  
 

2

2

1

x

x

e
f x

e


 


 fو بالتالي فالدالة 

متناقصة تماما على كل من المجالين  ;0، 0;.            يمكنك إثبات أن الدالةf .فردية 

08    دينا:ل 
0

lim 2 ln
x

x


   لأن 
0

lim ln
x

x


   و بما أنlim 0X

X
e


  2فإن ln

0
lim 0x

x
e 


 

و بالتالي  
0

lim 0
x

f x


 

 :لدينا lim 2 ln
x

x


   لأن lim ln
x

x


   و بما أنlim X

X
e


   2فإن lnlim x

x
e 


  

و بالتالي  lim
x

f x


  

  يمكن ملاحظة أنه من أجل كلx  من 0; ،  2 ln 2 ln 2x xf x e e e e x   

09 1  من أجل كل .x من ، 
2

2

2

1

x

x

e
f x

e
 


. 

2بما أن  0xe  فإن من أجل كلx من ،  0f x  و منه الدالةf متزايدة تماما على. 

. يكون المماس عند نقطة من2 C فاصلتهاx موازيا للمستقيم    يعني  
1

3
f x  

يكون لدينا إذن 
2

2

2 1

1 3

x

x

e

e



2أي   26 1x xe e   2و هذا يعني 1

5

xe   2أي ln5x    و منهln5

2
x   

و بالتالي توجد نقطة وحيدة من C فاصلتهاln5

2
x   موازيا للمستقيم يكون المماس عندها . 

10    وضع ب  2 3u x x   يكون لدينا  2u x   

، من xو منه من أجل كل     1

2

u x
f x u x e  

معرفة كما يلي:  Fدوالا أصلية  على   fو بالتالي تقبل الدالة   2 31

2

xF x e c   حيثc .عدد حقيقي ثابت 

  لدينا  2 31

2

xg x e c   و 1 0g    و منه 2 1 31
0

2
e c

 
   1أي

0
2

e c   1و بالتالي

2
c e  .

نجد هكذا:   2 31

2 2

x e
g x e  . 

11 1  من أجل كل.x من ، x و لدينا: ينتمي إلى 

   

1 1
1

1 1

1 11 1
1

x

x xx x

xx x

x x

e

e ee ef x f x
ee e

e e








 
       

 


 دالة فردية. f. إذن الدالة

2. 

     

 

 

 

 
 

2

2 2 2 2 2 2

22

1 1 1
2 2 2

12 1 1 1 1

12 1 11 1 1 1
1

1 11

x x x

xx x x x

xx xx x x

x
xx

e e e

ef x e e e e

ee ef x e e e

e ee

       
               

     
              

  

 

و منه   

 

  
 

 
 

 
2

2 2 2

1 1 12
2

1 11

x x x

x x

e e ef x
f x

e ef x

  
  

    
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-1-2-3-4

-1

0 1

1

x

y

x ،و هكذا نجد أنه من أجل كل عدد حقيقي 
 

 
2

2
2

1

f x
f x

f x


   

 

12    ليكنx .عددا  حقيقيا كيفيا 

1.   
 
 

 3 1 2 13 1 3 3 1 2 2

1 1 1 1 11

x x xx x x x

x x x x xx x

e e ee e e e
f x f x

e e e e ee e





    
       

    
. 

 

و منه     2f x f x   

متناظر بالنسبة على النقطةfالمنحني الممثل للدالة 0;1A. 

2. 
4 4 1 3 1

1
1 1 1

x x x x

x x x

e e e e
f x

e e e

  
   

  
. 

 
 
 

 
 

13 1  إذا كانت .f بـِ  دالة معرفة على  kxf x Ce و لدينا من أجل كل عدد فإنها قابلة للاشتقاق على 

x ،حقيقي       kx kxf x C ke k Ce kf x      و منهf kf . 

fبحيث دالة قابلة للاشتقاق على fإذا كانت عكسيا  kf  نعتبر الدالةg ب ـِالمعرفة على 
 
kx

f x
g x

e
 

، من xمن أجل كل و لدينا قابلة للاشتقاق على gالدالة  
   

2
0

kx kx

kx

f x e kf x e
g x

e

 
   

. بوضعثابتة على gو منه الدالة  g x C أجل كل منx و بما أن  من    kxf x g x e :يكون لدينا 
،من xمن أجل كل   kxf x Ce. 

2  .   2 0f x f x    تعني   2f x f x   و منهf kf       2معk . 

كما يلي:  هي إذن الدوال المعرفة على fالدوال    2xf x Ce حيثC.عدد حقيقي ثابت 

 
 

 
 

 
 

   
 
 
 
 
 
 
 

حيث f.  نبحث إذن عن الدالة3  2xf x Ce  21مع

2
f e
 

 
 

و بما أن  
1

2
21

2
f Ce C e

 
 
  

   
 

 

2Cيكون لدينا  e e   أيC e و منه  .  2 2 1x xf x e e e   . 

  التمثيلات المقابلة هي لدوال
يلي: كما  معرفة على
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حيث  fإذن الدالة الوحيدة   2 0f x f x   21و التي يمر منحناها البياني من النقطة
;

2
A e
 
 
 

 هي الدالة: 

2 1xx e  
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 I  لتكن الدالة العدديةg بالشكل :    المعرفة على  1 xg x x e   

 g/ ادرس تغيرات الدالة  1
)/ برهن أن المعادلة   2 ) 0g x   حلا وحيداتقبل في   تحقق أن .  من المجال 1.3; 1.2 . 

)إشارة  x/ حدد تبعا لقيم  3 )g xثم استنتج إشارة ،  ( )g x.  

 II  نعتبر الدالة العدديةf  كمايلي : المعرفة على
 

( )
1

x

x

xe
f x

e



)نسمي   )  .  المنحنى البياني لها 

/ أ . أكتب  1 f x  بدلالة( )g x الدالة    ثم ادرس  تغيراتf. 

)ب . برهن أن    ) 1f   .  . 

)جـ . برهن أن المنحنى   ) يقبل مستقيما مقاربا( ) : معادلتهy x  . 

)د . اكتب معادلة للمماس  ) للمنحنى( ) عند النقطةO مبدأ المعلم ، ثم ادرس وضعية المنحنى( ) بالنسبة للمماس

( ). 

)هـ . ارسم في معلم متعامد ومتجانس  , , )o i j  المنحنى( ) و( ) ( 2تؤخذcm.) كوحدة 

2   /H  نقطة فاصلتهاx  حيث(0x   وترتيبها معدوم ،المستقيم الموازي للمحور )( )yy  والمار منH  يقطع( ) في

)ويقطع المقارب  Mالنقطة  )  في النقطةN  نضع ،( )x MN    . 

)أ .  بين أن  )
1 x

x
x

e
 


  . 

لدينا : xب . برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي 
 

 2
( )

1

x

x

e
x g x

e
   


  . 

xيكون أكبر ما يمكن عندما  MNواستنتج أن                . 

)جـ . برهن  أن    ) 1f  . 

)د. برهن أن المماس للمنحنى  )  عند النقطةA  ذات الفاصلة( ) يوازي المستقيم( ) اكتب معادلته ثم ارسمه.

 في نفس المعلم السابق.

0xmeعدد وإشارة  حلول المعادلة  التالية:         m/ ناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي   3 m x    . 

1xحيث  x/  برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي  4     : لدينا ( )
1

x

x

e
f x x

e
 


. 

 

I.  نعتبر الدالة العدديةg   بما يلي :  المعرفة على المجموعة    22 2 xg x x e   . 

 .gادرس تغيرات الدالة (1

بيّن أنّ المعادلة  (2  0g x   تقبل حلا وحيدا  ، 1.14حيث 1.15 . 

إشارة إستنتج  (3 g x عندما يتغيرx  في  . 

II.  نعتبر الدالة العدديةf   بما يلي :  المعرفة على المجموعة    22 1 1 x
f x x x e 

   . 

نسمي f
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j 

أحسب  (1 lim
x

f x


و   lim
x

f x


. 

x  ،بيّن أن : من أجل كل عدد حقيقي  (2   'f x g x  ثمّ شكل جدول تغيرات الدالةf. 

 

ل
لأو

ن ا
ري
تم

 ال
ن 

ري
تم

ال
ا

ني
لثا

 

.3 
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أ( بيّن أنّ :  (3 
2

2 1
2

f  


  


ثمّ إستنتج حصرا لـ   f . 

ب( بيّن أنّ المستقيم    2ذي المعادلة 1y x    مقارب مائل للمنحني f
C  بجوار  ثمّ أدرس الوضع النسبي

للمنحني f
C بالنسبة إلى . 

بيّن أن اّلمنحنيج(    f
C يقبل مماسا T يوازي المستقيم  ديكارتية له.  يطلب كتابة معادلة  

د( أحسب 0f  و 2f   ثمّ أنش ئ  ، T  و f
C. 

التالية :  xعدد وإشارة حلول المعادلة ذات المجهول الحقيقي  mناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي  (4

    2: 2 1 1 0xE m x e    . 

بـ :   ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة    2 xf x ax bx c e   . 

أعداد حقيقية  و   cو b؛ aحيث   fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

بحيث يقبل  cو b؛ aعين الأعداد الحقيقية  -1 fC عند النقطة 3;0 A  و  3مماسا معامل توجيهه

حل للمعادلة  3العدد  0f x  . 

3نضع  -2 , 0 , 1c b a    

limأحسب ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


 و شكل جدول تغيراتها . fثم أدرس اتجاه تغير الدالة  

أكتب  معادلة لـ  -3 T  مماس  المنحنى fC 0عند النقطة التي فاصلتهاx  ثم عين إحداثيات نقط تقاطع

 fC . مع حامل محور الفواصل 

أرسم  -4 T  و fC . 

فإن  ℝمن xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي -5     2 ' " 2 xf x f x f x e   

6- m  وسيط حقيقي ؛  ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me  . 

 

)بــ :  ;0المعرفة على المجال  g( نعتبر الدالة  ) 2 xg x ex . 

 . عند  g، وَ  عيّن نهاية  ;0على  g( أدرس تغيّرات الدالة 1

)( أ( بيّن أنّ المعادلة 2 ) 0g x  وحيدا 
ّ
 . ;0على  تقبل حلا

1,14ب( تحقّق أنّ :    1,15 . 

)ج( إستنتج إشارة    )g x  حسب قيمx  0من المجال; . 

كما يلي :  fالدالة  ;0( نعرّف على المجال 
1

( )
1

x

x

e
f x

xe
)، و ليكن   )

f
C  منحناها البياني في

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ;O i j . 

ه من أجل كل 1
ّ
:  ;0من  x( أ( بيّن أن

1
( )

x

x

e
f

x e
x . 

 . عند  fب( إستنتج نهاية الدالة    

ه من أجل كل ، 2
ّ
:  ;0من  x( أ( بيّن أن

2

(
( )

)1

)

( x

x xe
xf

xe

g
 . 
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ل جدول تغيّراتها . ;0على  fب( إستنتج إتجاه تغيّر الدالة   
ّ
 ، ثمّ شك

ج( بيّن أنّ :   
1

( )
1

f  ثمّ استنتج حصرا للعدد ،( )f . 

)( أكتب معادلة المماس 3 )T  للمنحني( )
f
C  0عند النقطة ذات الفاصلة . 

ه من أجل كل 4
ّ
:  ;0من  x( أ( تحقّق أن

( ) ( )
(

1
)

1x

u
f x

xe

x x
x  : حيث ،

( ) 1x xu e xx e . 

)، ثمّ إستنتج إشارة  ;0على  uب( أدرس إتجاه تغيّر الدالة    )u x . 

)من الأسئلة السابقة وضعية المنحني  ج( إستنتج   )
f
C  بالنسبة إلى( )T . 

)د( أنش ئ كلا من     )T  و المنحني( )
f
C ، 

1)  g الدالة  العددية للمتغير الحقيقيx  المعرفة على المجال 0;  :بــــ  2 xg x x e        

على المجال gأ*/  أدرس  اتجاه تغير الدالة           0; . 

0ب*/ استنتج أنه :  إذا كان           1x
 فإن  

1
g x g

x

 
 
     1و  إذا كانx فإن  

1
g x g

x

 
 
  

المعرفة على المجال xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة  العددية (2     0;   : كما يلي 

                               
1

2 2 2 3x xf x x x e e e     

     fC
,تمثيــلها البيــاني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد  متجانس  ,O i j

  
 
 

   . 

h  دالـة عددية معرفة على المجال 0; :بـ 
1

3xh x e e . hC
 أنظر في الأسفل(تمثيلها البياني ) 

أ*/ أحسـب          lim
x

f x


و   
0

lim
x

f x
 

.  

من المجالxب*/ بين أنه من أجل كل         0; :   
1

'f x g x g
x

 
   

  ثم احسب  ، 
 ' 1f    . 

على المجال fج*/ شكل جدول تغيرات الدالة         0;. 

أ*/ بين أن المعادلة:   (3       2 2 2 xx x e h x     

1.5  حيــث: و تقبل حلين  1.6    

0.5و          0.6 ،  ثم استنتج أن المنحنى fC  

                                              الفواصل في نقطتين  .يقطع محور  

ب*/ أدرس وضعية المنحنى         fC   بالنسبة للمنحنى hC. 

ج*/  بين ان المنحنى        fC يقبل مماسا T 

 يطلب كتابة معادلته . 1في النقطة التي  فاصلتها

أرسم أ*/ ( 4     T  
 

و
 

 fC   . 
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المعرفة على  g. لتكن  الدالة العددية 1 0;  : كما يلي( ) (1 ) 1xg x x e  .           

)و استنتج اشارة  gأدرس تغيرات الدالة   -أ      )g x   على المجال 0;.                           

)حيث: kبين ان الدالة  -ب      ) (2 ) xk x x e x    دالة أصلية للدالةgعلى المجال 0;. 

استنتج حساب    -ج     
1

0
( )g x dx . 

2 .f   الدالة  المعرفة على المجال 0; : كما يلي 

(0) 1f    :و من أجل كل  يختلف عن الصفر( )
1x

x
f x

e



 ،( )fC  تمثيلها البياني في مستوي  منسوب الى معلم

)المتعامد و المتجانس  ; ; )O i j أثبت أن        -. أ
0

1
lim 1

x

x

e

x


. 

 مستمرة عند الصفر من اليمين . f، ثم استنتج  أن 0عند  fعين نهاية الدالة  -ب  

 . فسر النتيجة هندسيا. عند  fعين نهاية الدالة  -ج  

من   xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -. أ3 0;    :
2

( )
'( )

( 1)x

g x
f x

e



 . 

على المجال   fاستنتج تغيرات الدالة  -ب    0;. 

)أرسم المنحنى  -ج    )fC. 

). لتكن المتتالية 4 )nu  معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :غير معدوم  ب
1 2 1

1
1 ...

n

n n n
nu e e e

n

 
     

 
. 

1برهن أن:   - أ 2 1

1

1
1 ...

1

n

n n n

n

e
e e e

e




    



ثم استنتج أن: 
1

( 1)nu e f
n

 
   

 
. 

)استنتج باستعمال الجزء الأول من التمرين أيضا، أن المتتالية -ب )nu  1متقاربة نحوe 

 

.I f بالعبارة:  دالة معرفة على( ) xf x a bxe . 

في المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس fالتمثيل البياني للدالةالشكل المقابل هو  ; ,O i j  . 

 .bوaالحقيقين بقراءة بيانية عين العددين

   .II نعتبرg يلي:  كما معرفة علىدالةg( ) 1 xx xe  .  

 عند حدود مجموعة تعريفها.g.احسب نهايات الدالة 1

 . g.أدرس اتجاه تغير الدالة2

 .g.شكل جدول تغيرات الدالة3

.أكتب معادلة المماس4 T للمنحنى gC1عند النقطة التي ترتيبها. 

.بين أن المنحنى 5 gC.يقبل نقطة انعطاف يطلب تعين احداثياتها 

    

 

.I   :نذكر أنlim
x

x

e

x
 ،  أثبت أنlim 0x

x
xe


 

.II  نعتبر الدالةf كما يلي:المعرفة على ( ) 1 xf x x e . 
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( )Cتمثيلها البياني في المستوي المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j. 

 .وعند عند fاحسب نهايتي الدالة -.أ1

 و شكل جدول تغيراتها. fأدرس اتجاه تغير الدالة-ب

).أرسم2 )C. 

.III k ،عدد صحيح
kfيلي:  على كما نسمي الدالة المعرفة ( ) 1 kx

kf x x e . 

)و )kC تمثيلها البياني في المعلم السابق ; ,O i j. 

ماطبيعة الدالة-.أ1
0f. 

عين نقط تقاطع المنحنين-ب 0C و 1Cتحقق أن هذه النقطة تنتمي الى.( )kC. 

اشارة العبارة: x.أدرس، حسب قيم2  1 1xx e  استنتج، من أجل عددk معطى، الوضعية النسبية للمنحنيين

 kC و 1kC . 

)'.احسب3 )kf x من أجل كلxو من أجل كل عدد صحيح  منkمعدوم. غير 

اتجاه تغير الدالة kاستنتج حسب قيم
kf  0)ميز الحالتينk  0وk ) 

.أرسم 4  1C نفس المعلم السابق. في  

غير معدوم، نعرف الدالة  nمن أجل كل عدد طبيعي
nfكما يلي:  المعرفة على

4
( )

7

nx

n nx

e
f x

e



نرمز للمنحنى  nC 

الممثل للدالة 
nfفي معلم متعامد و متجانس ; ,O i j اليك، 1C ، 2C و 3C: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

لتكن الدالةالجزء الأول: 
1f   1بالعبارة: المعرفة على

4
( )

7

x

x

e
f x

e



 

، x.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي 1
1

4
( )

1 7 x
f x

e



 

بين أن للمنحنى-.أ2 1Cمستقيمين مقاربين يطلب ايجاد معادلتيهما 

 .متزايدة تماما على  1fبين أن الدالة-ب

10عدد حقيقي، xأثبت أنه من أجل كل -ج ( ) 4f x . 

بين أن النقطة-.أ3 1 ln 7;2I مركز تناظر للمنحنى 1C. 

أوجد معادلة المماس -ب 1T للمنحنى 1C 1عند النقطةI. 

أرسم المماس-ج 1T. 

 . على 1fعين دالة أصلية للدالة-.أ4

على المجال القيمة المتوسطة للدالةاحسب -ب 0;ln7. 
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غير معدوم النقطة  n.أثبت أنه من لأجل كل عدد طبيعي 1 الجزء الثاني:
1

0;
2

A
 
 
 

تنتمي للمنحنى nC . 

2yفان المستقيم ذا المعادلة   *من nمهما تغيرت قيمة بين أنه-.أ2   يقطع nC في نقطة وحيدة
nI  يطلب تعيين

 فاصلتها .

حدد معادلة المماس-ب nT  للمنحنى nC  عند النقطة
nI . 

أرسم -ج 2T و 3T. 

 

بما يلي:  المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 2 25 1
( ) 4

2 2

x xf x x e e      و C  المنحنى الممثل للدالة في معلم

متعامد و متجانس  ; ,O i jالوحدة( .2cm )  

lim. بين أن1 ( )
x

f x


   و أنlim ( )
x

f x


 . 

برهن أن المستقيم -.أ2  الذي معادلته
5

2
y x   مقارب للمنحنى C بجوار. 

2حل المعادلة  -ب 4 0xe     ثم بين أن المنحنى C يوجد فوق  على المجال ;2 ln 4  و تحت. على المجال

 2 ln 4;  . 

.بين أن3
( )

lim
x

f x

x
 . 

،  من xبين أن لكل-.أ4 
2

2'( ) 1xf x e   . 

 fشكل جدول تغيرات الدالة -ب   

)''، من x.أحسب من أجل كل5 )f x  ثم بين أن 2;2A انعطاف للمنحنىنقطة C. 

).بين أن المعادلة6 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا 2، بحيث ln3 2 ln4   . 

.أنش ئ7  و C القيمتين المقربتين التاليتين في نفس المعلم )نأخدln 2 0,7 ،ln3 1,1.) 
 

 

)2كما يلي:المعرفة على لتكن الدالة   :الجزء الأول  ) ( 1) 1xx x x e    . 

 .وعند عين نهايتي الدالة-.أ1

 .ثم شكل جدول تغيراتها على أدرس اتجاه تغير الدالة-ب

).بين أن المعادلة 2 ) 0x   تقبل حلين و  حيث 1;    210يطلب تعين حصر له سعته. 

)اشارةx.استنتج حسب قيم 3 )x. 

التمثيلين البيانين المقابلين  :الجزء الثاني fC  و gC هما للدالتينfوg كما يلي:  على الترتيب المعرفتين على 

 ( ) 2 1 xf x x e         و
2

2 1
( )

1

x
g x

x x




 
. 

.بين أن المنحنين.1 fC  و gC (1;0)يمران  بالنقطةA  

  Aو لهما نفس معادلة المماس عند النقطة 

، xبين ان من أجل كل عدد حقيقي-.أ2
 

2

2 1 ( )
( ) ( )

1

x x
f x g x

x x


 

 
   

)عين اشارة xحسب قيم-ب ) ( )f x g xعلى. 

استنتج الوضع النسبي للمنحنيين -ج fC  و gC. 

 

 

.I     لتكنg 2كما يلي:   الدالة العددية المعرفة على( ) 3 1xg x e x x   . 

 .gالجدول المقابل يمثل جدول تغيرات  الدالة
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(0).تحقق من أن 1 0g . 

).حدد اشارة 2 )g x على كل من المجالين ;0 و 0;. 

.II  لتكنf كما يلي:   الدالة العددية المعرفة على

 2( ) xf x x x e x  . 

)و ليكن )C المنحنى الممثل للدالةf في معلم متعامد و متجانس ; ,O i j   

 (.1cm)الوحدة 

تحقق من أن -.أ1
2

( )
x x

x x
f x x

e e
  من أجل كلxثم بين أن:  منlim ( )

x
f x


  . 

احسب -ب lim ( )
x

f x x


  ثم استنتج أن المنحنى( )C  يقبل مستقيم مقارب Dبجوار  معادلتهy x. 

تحقق من أن: -ج
2

( )
x

x

x x xe
f x

e

 
من أجل كلx ثم احسب  منlim ( )

x
f x


. 

)تحقق من أن -.أ2 )f x x2وx x لهما نفس الاشارة من أجل كلx من. 

)استنتج أن -ب )C  يوجد فوق D  على المجالين ;0  و 1; و تحت D  على المجال 0;1. 

)'لدينا:  من xبين أن لكل-.أ3 ) ( ) xf x g x e. 

متناقصة علىfاستنتج أن الدالة -ب ;0  و متزايدة على المجال 0;. 

 .fشكل جدول تغيرات الدالة-ج

)''2تحقق من أن-.أ4 ) ( 5 4) xf x x x e   من أجل كلx من. 

)استنتج أن المنحنى-ب )C  على الترتيب. 4و  1نقطتي انعطاف فواصلهما  يقبل 

.أنش ئ 5 D و( )C  (4)في نفس المعلم )نأخد 4,2f.) 

 

.I لتكن الدالةf 2كما يلي :المعرفة على 1( ) 3 1xf x e x   . fC و تمثيلها البياني في معلم متعامد ز متجانس

 ; ,O i j  . 

limاحسب  ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


و 
( )

lim
x

f x

x
 . 

احسب lim ( ) 3 1
x

f x x


   .فسر النتيجة هندسيا ، 

 ، ثم شكل جدو تغيراتها.f.أدرس تغيرات الدالة 2

).بين أن المعادلة3 ) 0f x   تقبل حلين  و   1,3بحيث 1,2     0,2و 0,3  . 

.أرسم المنحنى 4 fC. 

.II نعتبر المتتاليتين nu  و nv  :2المعرفتين كما يلي 1n

nu e  3و 1nv n . 

.بين أن المتتالية 1 nuهندسية و أن المتتالية nv .حسابية 

.أدرس اتجاه تغير المتتاليتين2 nu و nv. 

.المتتاليتين 3 nu و nv اجابتك.متجاورتان ؟ علل 

(0)بحيث : nبدلالة nS. احسب المجموع4 (1) ... ( )nS f f f n     

limاحسب -ب n
n

S


و   
2

lim n

n

S

n
.          

 

)1كما يلي:   المعرفة على fنعتبر الدالة ) xf x xe  . 

)عدد حقيقي،  x.بين أنه من اجل كل1 )
x

x
f x e

e
  . 

 

شر
 ع

ني
لثا

ن ا
ري
تم

 ال
شر

 ع
ث

ثال
 ال

ن
ري
تم

 ال
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 عند ثم فسر النتيجة هندسيا. و   . عين نهاية الدالة عند 2

 ثم شكل جدول تغيراتها. f. ادرس اتجاه تغير الدالة3

  .II من أجل كل عدد طبيعيn  غير معدوم  و نعتبر الدالتان
ng و

nh :المعرفتان على 
1( ) 1 2 ... n

nh x x nx     و      2( ) 1 ... n

ng x x x x      

x   :.بين انه من أجل كل عدد حقيقي1  11 ( ) 1 n

nx g x x    . 

،  1.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن 2
 

1

2

( 1) 1
( )

1

n n

n

nx n x
h x

x

   



   

(1).نضع3 (2) ... ( )nS f f f n    : 

المجموع  nاحسب بدلالة -أ
nS   احسب -بlim n

n
S


. 

 الجزء الأول :

المعرفة على gلتكن الدالة 0;  : كما يلي( ) 1xg x e x   . 

 .gالدالة تغير.أدرس اتجاه 1

)اشارة x.عين حسب قيم 2 )g x. 

من x.استنتج أنه من أجل كل 3 0; ،0xe x . 

 الجزء الثاني:

المعرفة على المجالfنعتبر الدالة 0;1  :كما يلي
1

( )
x

x

e
f x

e x





   

)و )C  تمثيلها البياني في مستو منسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j : كما هو موضح في الشكل المقابل 

منx.بين أنه من أجل كل1 0;1  ، ( ) 0;1f x . 

.ليكن2 D  المستقيم ذا المعادلةy x. 

منxبين أنه من أجل كل-أ 0;1  ،

 1 ( )
( )

x

x g x
f x x

e x


 


. 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنى  -ب )C و المستقيم D. 

على fعين دالة أصلية للدالة -.أ3 0;1. 

)احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحنى -ب )C و المستقيم D  

0xو المستقيمات التي معادلاتها:   1وx . 

نعتبر المتتالية  الجزء الثالث: nu  بالعلاقة: المعرفة

0

1

1

2

( )n n

u

u f u





 

 .nمن أجل كل عدد طبيعي 

 . باستعمال الشكل السابق مثل الحدود الأربعة الأولى دون حسابها مبرزا خطوط التمثيل.1

،  n.بين أنه من أجل عدد طبيعي2
1

1
1

2
n nu u    . 

.استنتج أن المتتالية3 nu متقاربة ثم عين نهايتها  

 

 

 

 

ن 
ري
تم
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ا

لرا
شر

 ع
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س
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 الحلول

1.  
g بـ: دالة معرفة على  1 xg x x e   

1* / lim
x

g x


  ، lim
x

g x


 
 

g قابلة للإشتقاق على     :  1 0xg x e  
 

 جدول التغيرات:*

 
/نبين أن المعادلة 2  0g x   تقبل حل وحيد في: 

 *gومستمرة ومتزايدة تماما على   lim lim 0
x x

g x g x
 


  

ومنه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة   0g x  تقبل حل

 .                                            في   وحيد

 *لدينا:      1.2 1.3 0.03 0.10 0g g    

1.3ومنه  1.2 . 

/إشارة 3 g x على: 

 

 
 

* استنتاج إشارة  g x: 

  0g x  معناهx  ومنهx  . 

  0g xمعناهx  ومنهx .
                   

 

 ومنه:

 

II  )f  معرفة على : 
1

x

x

xe
f x

e



 

 و لدينا : قابلة للإشتقاق على  f/أ.1

 
    

 

 

 
2 2

1

1 1

x x x x x x

x x

e xe e e xe e g x
f x

e e

   
  

 
 

ومنه إشارة  f x من إشارة g x :لأن 
 

2
0

1

x

x

e

e
 

متناقصة تماماعلى المجال   fإذن :الدالة   ;  

ومتزايدة تماماعلى المجال  ;   

 

 



 

 # 5min Maths    /    / 2022                         3               23 

 

 * lim 0
x

f x


 ، 
1

lim lim 1
1 xx x

f x x
e 

 
    

 
 

 

 جدول التغيرات:

 

 

 

 

ب( نبرهن أن   1f     لدينا    :  0g        :1معناه 0e     :أي  1e    :نعوض نجد

 
 1

1
1 1 1

e
f

e





 
 



 
   

   

جـ( نبرهن أن  يقبل مستقيما مقاربا   معادلتهy x   :
 

1
lim lim lim 0

1 1x x xx x x

x x
f x x

e e e  

     
               

د(كتابة معادلة المماس Tلـ  :عند مبدأ المعلم 
1

:
2

T y x                        

*الوضعية :ندرس إشارة الفرق  
 
 

11

2 2 1

x

x

x e
f x x

e


 


 

من إشارة الجداء  1xx e  : نجد 

المنحنى  0xمن أجل   فوق المستقيم T. 

المنحنى  0xمن أجل   فوق المستقيم T. 

0xمن أجل     يتقاطعان   في النقطة 0;0 

 الرسمهـ . 
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 /أ( 2   
1 x

x
x MN x f x

e
    


 . 

قابلة للإشتقاق : الدالة  0xب( من أجل  

 
 

 

 

 

 

 
2 2 2

1 1

1 1 1

x x x x x

x x x

e xe e e x e g x
x

e e e


     
   

  
 

 

إشارة  x  من إشارة g x ومنه    

نستنتج أن  x  تقبل قيمة حدية عظمى من أجلx   . 

 ومنه

 MNيكون أكبر ما يمكن حيث 
1

MN
e 


 




  


. 

ج( نبرهن أن   1f    : 

  1
1 1 1 1

e
f

e e



 

  








  
    

      

د(نبرهن أن المماس للمنحنى   عندA ذات الفاصلة   يوازي   : 
 

 

 
2 2

1

2 11

e ee g
f

e ee

 

 





 

 


  
   

 
 

1eولدينا :    :نعوض نجد 

 
 
 

 

   

2 2

2 22 2

1 1 1 1
1

1 2 1 2 1 1

e e e
f

e e e

  

  

    


 





       
     

       
 معادلته:   : 1y x     

 :      m/مناقشة عدد وإشارة حلول المعادلة حسب قيم الوسيط 3

 0xme m x         يكافئ
 1x

x
m

e





 

أي أن 
1 x

x
m x x

e


  


  معناه        f x x m   

حلول هذه المعادلة هي فواصل نقاط تقاطع المنحنى  fC: مع المستقيم ذو المعادلةy x m الموازي لـ   و  : 

*  ; 1m    المعادلة لا تقبل حلول: 

*1m   : المعادلة تقبل حل مضاعف موجب 

 * 1;0m   . المعادلة تقبل حلين متمايزين موجبين  تماما: 

*0m   المعادلة تقبل حل وحيد معدوم: 

* 0;m  .المعادلة تقبل حل وحيد سالب تماما 

1xحيث  xأنه من أجل كل عدد حقيقي  /أ.البرهان 4  لدينا  
1

x

x

e
f x x

e
 


ندرس إشارة الفرق نجد::     

  0
1 1

x

x x

xe x
f x x x

e e


    

 
معناه:  f x x... 1                             

من جهة أخرى ندرس إشارة الفرق: 
 1

0
1 1 1

xx x x

x x x

e xe xe e
f x

e e e


   

  
  

1xمعناه:من أجل  : 
1

x

x

e
f x

e



 ... 2  
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من 1 و 2 1نجد:من أجلx   
1

x

x

e
f x x

e
 


. 

 

2.  
I.  لدينا    22 2 xg x x e         المعرفة على 

 :gدراسة تغيرات الدالة (1

 حساب النهايات : -

    2lim lim 2 2 x

x x
g x x e 

 
      ّلأن

 

 

2

2

lim 2

lim

lim 2

x

x

x

x

x

x

e

x e



 



 



   



 


  


 

    2

2

2
lim lim 2 2 lim 2 2x

xx x x

x
g x x e

e

 

  

 
      

 
لأنّ       

2

2
lim 0

xx

x

e 


 

 

 حساب المشتقة :

        2 2 2 2' 2 1 2 3x x x xg x e x e x e x e                        أي    2' 3 xg x x e   

 دراسة إشارة المشتقة :

 ' 0g x        يعني  23 0xx e           3ومنه 0x    2     لأن 0xe   

3xأي   

3جدول إشارة المشتقة :    إشارة المشتقة من إشارة    x  ّ2لأن 0xe   

                               3                       x 
              -          0        + 3 x 

-                        0        +  'g x 

 : gجدول تغيرات الدالة 

                                                          3                                    x 
                                           -                     0                   +  'g x 

                                                               12 e  
 

 

 2                                           

 g x 

 
تبيان أنّ المعادلة  (2  0g x   تقبل حلا وحيدا  ، 1.14حيث 1.15 : 

تماما على المجال  مستمرة ورتيبة gالدالة  1.14;1.15 

 ولدينا : 
   

   

1.14 21.14 2 1.14 2 0.03

1.15 21.15 2 1.15 2 0.01

g e

g e

     


     

أي      1.14 1.15 0g g  
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المعادلة حسب مبرهنة القيم المتوسطة   0g x   تقبل حلا وحيدا .، 1.14حيث 1.15  

إشارة إستنتاج  (3 g x عندما يتغيرx  في : 

                                                  x 
                      +0            -   g x 

  0g x    إذا كان ;x   

  0g x    إذا كانx  . 

  0g x   إذا كان ;x   . 

II.  لدينا الدالة العدديةf   بما يلي :  المعرفة على المجموعة    22 1 1 x
f x x x e 

    

حساب   (1 lim
x

f x


و   lim
x

f x


: 

لدينا :     2 21 1
lim lim 2 1 1 lim 2 1

2 2

x x

x x x

x
f x x x e x e

x x

   

  

    
             

   
 

و     2

2

1 2
lim lim 2 1 1 lim 2 1

2

x

xx x x

x x
f x x x e x

x e

 

  

  
              

 

 

لأنّ   2

2

1 0

1 2
lim 1 lim 0

2

x

xx x

x x
x e

x e

 

 

 

 
   


 

x  ،أنّ : من أجل كل عدد حقيقي تبيان  (2   'f x g x  : 

لدينا :          2 2 2 2
' 2 1 2 2 2 2x x x x

f x e x e x e x e g x       
             

 

 :fجدول تغيرات الدالة 

                                                                          

          
x 

                                    +0       -   ' xf 

                                                                                                                                                      

 
 

 

                                                f  

 

 xf 

 

أ( تبيان أنّ :  (3 
2

2 1
2

f  


  


ثمّ إستنتاج حصرا لـ   f : 

لدينا :     22 1 1f e 
    

    

لدينا :   0g           و منه  22 2 0e                2أي 2

2
e 



   


 

إذن :    
2 2 2 2

2 1 1 2 1 2 1 2
2 2 2

f 


   
  


  

          
   

 

إذن  
2

2 1
2

f  


  

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حصر  f  : 

1.14لدينا :  1.15    ومنه

1.14 2 2 1.15 2

0.86 2 0.85

2 2 2

0.85 2 0.86

2
2.35 2.32

2









    

    

 
  

   


و        
2 1.14 1 2 1 2 1.15 1

3.28 2 1 3.30





      

  
 

وبالتالي 
2

3.28 2.35 2 1 3.30 2.32
2




     


أي               0.93 0.98f   

تبيان أنّ المستقيم ب(    2ذي المعادلة 1y x   مقارب مائل للمنحني f
C بجوار: 

لدينا :         2
2 1lim lim 2 1 1 2 1x

x x
f x x x x e x 

 
             

ومنه       2

2
2 1

1 2
lim lim 1 lim 0

2

x

xx x x
f x x

x x
x e

x e

 

  
 

  
              

 

أي المستقيم    2ذي المعادلة 1y x   مقارب مائل للمنحني f
C بجوار 

دراسة الوضعية النسبية للمنحني  f
C  بالنسبة إلى  : 

ندرس إشارة الفرق     21 x
f x y x e 

    

                                                           1                                                    x 
                                         +0                 - 1x  

                   -                       0                 +  f x y 

 f
C تحت                                                             f

C  فوق                   

                                                    f
C يقطع                   

 الوضع النسبي 

 
د( حساب  0f  و 2f  ثمّ أنشاء  ، T  و f

C: 

 

   

   

2 0 2

2 2

0 2 0 1 0 1 1 6.39

2 2 2 1 2 1 2

f e e

f e





       

     
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(  مناقشة حلول المعادلة : 4    2: 2 1 1 0xE m x e     

 E          تكافئ  21 1 2xx e m       

تكافئ                 22 1 1 2 2xx x e x m      

        ومنه  2 2f x x m  

حلول المعادلة هي فواصل النقط المشتركة بين  f
C  2والمستقيم ذي المعادلة 2y x m  

الموازي لكل من  و T. 

إذا كان  - 2 ; 2m       أي 1;m  . فإنّ المعادلة ليس لها حل 

2إذا كان  -  2m      1أيm  وحيد موجب. فإنّ المعادلة لها حل 

إذا كان  - 2 2; 1m       أي
1

;1
2

m
 

 
 

 فإنّ المعادلة تقبل حلين موجبين . 

22إذا كان  - 1; 1m e          أي
21 1

;
2 2 2

e
m

 
  
 

 فإنّ المعادلة لها حل موجب . 

22إذا كان  1m e       أي
21

2 2

e
m   معدوم . فإنّ المعادلة لها حل 

22إذا كان  - 1 ;m e          أي
21

;
2 2

e
m

 
   
 

 . وحيد سالب فإنّ المعادلة لها حل 

3. 
 

 3aو   1aو   c         :0bو b؛ aتعيين الأعداد الحقيقية  -1

2- .....    xexxf  32 

حساب  0lim 


xf
x

و   


xf
x
lim 

: المشتقة :  fدراسة اتجاه تغير الدالة     xexxxf  32' إشارتها من إشارة  2 322  xx  تنعدم عند

31العددين  متناقصة على المجالين  fو منه و 1; و ;3  متزايدة على المجال 3;1 

 تغيراتها :و شكل جدول 

 
كتابة  معادلة لـ  -3 T  مماس  المنحنى fC 0عند النقطة التي فاصلتهاx  33معادلة المماس هي  xy 

تعيين إحداثيات نقط تقاطع  fC  مع حامل محور الفواصل 

  0xf032يكافئ x  3.اي انx 3اوx نقطتي التقاطع هما 0;3Bو 0;3C 

 

رسم  -4 T  و fC 

 



 

 # 5min Maths    /    / 2022                         3               29 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فإن  ℝمن xعدد حقيقيكل تبيين أنه من أجل  -5

     2 ' " 2 xf x f x f x e    

    xexxf  و 32    xexxxf  32' 2 

      xx exxexxf   3222" أي ان 2    xexxxf  14" 2 

و منه        xx eexxxxxxfxfxf   2146423"'2 222 

6- m  وسيط حقيقي   ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me   

  المعادلة تكافئ     32  xmex

أي ان   xexm  يكافئ   32 xfm   

حلها هو إيجاد  فواصل نقاط تقاطع المنحنى   fC  المستقيم m المعادلة   ذو  my  

 المناقشة 

emلما   2   أي انem 2  نلاحظ ان m و fC . لا يتقاطعان و منه ليس للمعادلة حلول 

emلما  2أي انem 2 نلاحظ أن m و fC   يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها سالبة ومنه  للمعادلة حل

 وحيد سالب.

emلما  23   أي انem 23  نلاحظ أن m و fC    يتقاطعان في نقطتين فاصلاتهما سالبان ومنه

 للمعادلة حلين سالبين

نلاحظ أن 3mأي ان 3mلما   m و fC   يتقاطعان في نقطتين إحداهما فاصلتها معدومة و الأخرى فاصلتها  سالبة

 ومنه  للمعادلة حلين إحداهما معدوم و الأخر سالب .

30لما   m  30أي ان m نلاحظ أن m و fC    يتقاطعان في نقطتين فاصلاتهما مختلفان في الاشارة ومنه

 للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة .

0لما
6
3

 m
e

0أي ان   
6
3

 m
e

نلاحظ أن  m و fC   يتقاطعان في ثلاثة نقاط  نقطتان فاصلاتهما موجبتان و

 نقطة فاصلتها سالبة  ومنه  للمعادلة حلين موجبان و حل سالب  .

3لما 

6

e
m    3أي أن

6

e
m  نلاحظ أن m و fC  يتقاطعان في نقطتhختلفان في الاشارة ومنه  للمعادلة ن فاصلاتهما م

 حلين مختلفان في الاشارة



 

 # 5min Maths    /    / 2022                         3               30 

 

3لما 

6

e
m  3أي ان

6

e
m  نلاحظ أن m و fC  . يتقاطعان في نقطة فاصلتهما سالبة  ومنه  للمعادلة حل وحيد  سالب 

 

4. 
 :  gإتجاه تغير الدالة ( دراسة 1

قابلة للإشتقاق على  gالدالة   0;  و دالتها المشتقة هي:                      جدول التغيرات الدالةg : 

 ' 1 xg x e                      . 

نلاحظ أنه من أجل كل  0;x    : ' 0g x   . 

متناقصة على  gالخلاصة:  الدالة  0; . 

حساب - lim
x

g x


: 

   
2

lim lim 2 lim 1
x

x

x x x

e
g x x e x

x x  

 
       

 
 

( تبيان أن المعادلة 3  0g x  تقبل حلا وحيدا   على 0;  : 

مستمرة و رتيبة تماما علــى gالدالة  0;  ،و لدينا   
0

lim lim 0
x x

g x g x
 

    و بتالي حسب نظرية القيم المتوسطة فإنه يوجد

من  عدد حقيقي  0;  حيث  0g   . 

1,14ب( التحقّق أنّ :  1,15  : : ّبما أن
 

 

1,14 0,01

1,15 0,008

g

g




 

أي     1,14 1,15 0g g : فإن ،  0g x  تقبل حل وحيد

 على 1,14;1,15   : 1,14، إذن 1,15  . 

( إشــــارة 4 g x : 

 

 

 

لدينا : 
1

1

x

x

e
f x

xe





    

بيان أنه من أجل كل( أ( 1 0;x  : 
1 x

x

e
f x

x e









  

لدينا:   

1 1
1

1 1

1 1 1

x

x xx x

xx x

x x

e
e ee e f x

xex e xe
x

e e








 
   

 


، إذن :   
1 x

x

e
f x

x e









 ، و هو المطلوب .  

 :  عند  fب( إستنتاج نهاية 

 
1

lim lim
x

xx x

e
f x

x e



 

 
  

 
، نضع  

x t

x

t

 


 
  

0، أي : 
1

lim
t

tt

e

t e

 
 

  
 ، لأنّ : 

lim 0

1
lim 0

t

t

t

e

t
















 . 

ه من أجل كل2
ّ
( أ( بيان أن 0;x     : 

 

 
2

1

x

x

e g x
f x

xe


 


  : 

x  0                            

 g x    
 

 g x  

 

1  
 

  

x  0                                      

 g x      
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للإستقاق على قابلة  fالدالة  0;  : و دالتها المشتقة هي

 
    

     

2 2 2 2

2 2 2

1 1 2
'

1 1 1

x x x x x x x x x x x x x x

x x x

e xe e xe e xe e e e xe xe xe e e
f x

xe xe xe

          
  

  
 

أي :  
 

 
2

2

1

x x

x

e x e
f x

xe

  
 


، و منه :   

 

 
2

1

x

x

e g x
f x

xe


 


 ، و هو المطلوب . 

 

 ، و تشكيل جدول تغيّراتها :  fب( إستنتاج إتجاه تغيّر الدالة 

نلاحظ أنّ إشـــــــارة  'f x   من إشـــــارة g x . 

متزايدة تماما على  fالدالة  - 0;     

 

اما على متناقصة تم fالدالة  -  ;  

 

                                                               

 

 

 

                               جدول التغيرات                                                                                                                            

 

                                      

 

 

 

 ج( بيان أنّ : 
1

1
f 





نتاج حصر لـ ، واست f   : 

 لدينا : 
1

1

e
f

e












، و لدينا أيضا :    0g    : 2، أي 0e    : 2 ، أيe   الآن نعوض قيمة ،e  في

 f  : 

 
   

22

2 1 1 1 1

2 1 2 1 11
f

  


    

   
   

    
، و منه :   

1

1
f 





 وهو المطلوب .   

إستنتاج حصرا لــ  - f   1,14: لدينا 1,15   : 2,14،أي 1 2,15    : أي،
1 1 1

2,15 1 2,14
 


 

و منه :  0,465 0,467f   . 

( كتابة معادلة المماس 3 T  لـ fC  0عند النقطة ذات الفاصلة  : 

      : 0 0 0T y f x f    : أي ،  :T y x                            : ّلأن
 

 

0 1

0 0

f

f

 




 . 

ه من أجل كل 4
ّ
( أ( التحقق أن 0;x    : 

   1

1x

x u x
f x x

xe

 
 


  

 لدينا :  1x xu x e xe   . 
    1 1 1 11

1 1 1

x x x xx

x x x

e x xe x e xee
f x x x

xe xe xe

     
    

  
 ، 

x  0                                      

 'f x      

x  0                    

 f x      
 

 f x  

 

          f   

 

   0                   0  
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و منه :  
   1

1x

x u x
f x x

xe

 
 


  ، 

، واستنتاج إشارة  uب( دراسة إتجاه تغير الدالة u x : 

قابلة للإشتقاق على uالدالة 0;  :   x x x xu x e e xe xe        : و منه ،  0u x  . 

متناقصة تماما على  uإذن  0;  : و لدينا أيضا ،
 

 

lim

0 0

x
u x

u


 




، من هذا و ذاك نستنتج أن :    0u x   من أجل كل

 0;x   . 

ج( إستنتاج الوضعية النسبية للمنحني  fC  بالنسبة لـ T: 

لاستنتاج وضعية المنحني  fC  بالنسبة إلى T  : يكفي دراسة إشارة

   1

1x

x u x

xe

 


 . 

لدينا من أجل كل  0;x    :1 0xxe    إذن الإشارة من إشارة ،

   1x u x  . 

 إذن نلخص الوضعية في الجدول المقابل .

 

د( رسم كلا من  T  و المنحني fC  : 

 

 

 
 

 

5. 
1  )g  معرفة على 0;  :بــــ  2 xg x x e        

على المجال gأ*/ دراسة  اتجاه تغير الدالة  0;: الدالةg قابلة للاشتقاق على 0;:   2' 2 xg x x x e 
  

بما ان  ' 0g x  فإن الدالةg متزايدة تماما على 0; 
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0: إذا كان  ب*/ استنتاج أنه 1x
 فإن  

1
g x g

x

 
 
     

 فإن 1xو إذا كان                        
1

g x g
x

 
 
  

0إذا كان   1x  فــإن
1

x
x 

متزايدة تماما على gو لدينا  0; فـــإن ،
 

 
1

g x g
x

 
 
   

فــإن  1xإذا كان  
1

x
x 

 متزايدة تماما على gولدينا 

   0;، فـــإن
 

 
1

g x g
x

 
 
 

       

2)fمعرفة على 0; :   
1

2 2 2 3x xf x x x e e e      

أ*/ حسـاب  lim
x

f x


و  
0

lim
x

f x


:  

 lim
x

f x


 
 

 ، 
0

lim
x

f x


  

من المجالxب*/ نبين أنه من أجل كل  0; :   
1

'f x g x g
x

 
   

  ثم حساب  ، 
 ' 1f: 

قابلة للاشتقاق على fالدالة  0; دالتها المشتقة'f : 

      
   

1

2

2

1 1
' x xf x x e e g x g

x x

 
     

 
  ومنه:   

1
' 1 1 0

1
f g g

 
   

 
   

على المجال fج*/ تشكيل جدول تغيرات الدالة 0;: 

إشـــــارة 'f x
 : 

 

f متزايدة تماما على 1; 

f متناقصة تماما على 0;1
 

 و بالتالي جدول التغيرات هو كالأتي:

 

( أ*/نبين أن المعادلة:3   2 2 2 xx x e h x   تقبـل حلين و :1.5  حيــث 1.6    0.5و 0.6  
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   2 2 2 xx x e h x   
 

تكافئ   2 2 2 0xx x e h x            

تكافئ   0f x 
، لدينا:  0.5 1.25f 

  ، 0.6 0.74f  بما ان الدالةf مستمرة  ومتناقصة تماما على 0.5;0.6 

    0.6 0.5 0f f
  فان حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 فإن المعادلة   2 2 2 xx x e h x   
 

0.5حيث:  تقبل حل وحيد  0.6  ،  0f   

لدينا:   1.5 0.60f  
  ، 1.6 0.44f    بما ان الدالةf مستمرة  ومتزايدة تماما على 1.5;1.6 

    1.6 1.5 0f f
  فان حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 فإن المعادلة   2 2 2 xx x e h x   
 

1.5حيث:     تقبل حل وحيد  1.6  ،  0f   

*/استنتاج أن  fC  نقطتين: يقطع محور الفواصل في 

بما ان المعادلة   0f x 
 تقبل حلين 

و فإن fC   يقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلتيهما
 و  

 ب*/ دراسة وضعية المنحنى fC  بالنسبة للمنحنى hC ندرس إشارة الفرق:     2 2 2 xf x h x x x e   
  

2 2 2 0x x  من أجل كل  0;x  
4لأن    : ومنه  fC  يقع فوق hC على المجال 0; 

ج*/ نبين ان المنحنى fC يقبل مماسا T يطلب كتابة معادلته : 1في النقطة التي  فاصلتها 

قابلة للاشتقاق على  fبماان الدالة 0;فإن تمثيلها fC
يقبل عند كل نقطة فاصلتها  من   0; مماسا 

       : ' 1 1 1T y f x f  
،   ' 1 0 ; 1f f e  

 ومنه:         :T y e 
 

( أ*/ رسم4  Tو fC:   
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المعادلة تقبل حتىmب*/إيجاد قيم E      :حلين متمايزين 

  :وسيط حقيقيmلدينا 

 

إشارة f m: 

 

 

        
من أجــــل
 

1m 
 

المعادلة  E
تقبل حلا مضاعفا 

  
. 

 
ومنـــه: المعادلة  E

تقبل حلين متمايزين 
  

لما
  

   0;1 1;m   . 

6. 
المعرفة على  g. لتكن  الدالة العددية 1 0;  : كما يلي( ) (1 ) 1xg x x e                . 

 تغيرات الدالة: دراسة -أ     

(0): \لدينا 0g    وlim ( ) lim (1 ) 1x

x x
g x x e

 
     

قابلة للاشتقاق على المجال  gالدالة 0;  حيث من أجل كلx  من 0; :لدينا'( ) xg x xe   

متناقصة تماما على gو بالتالي الدالة 0; 

 : \و جول تغيراتها يكون كتالي

  0  x 
- '( )g x  

0  

  

 

( )g x  

 

)استنتاج اشارة  )g x   على المجال 0;              .  

):\أن \جدول التغيرات نلاحظ  من ) 0g x  على المجال 0;           
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)حيث: kتبيان ان الدالة  -ب      ) (2 ) xk x x e x    دالة أصلية للدالةgعلى المجال 0;. 

قابلة للاشتقاق على المجال  kالدالة  0;  حيث من أجل كلx  من 0; :لديناk'( ) (1 ) 1 ( )xx x e g x     

على المجالgدالة أصلية للدالة  k و بالتالي 0;.  

استنتاج حساب    -ج     
1

0
( )g x dx . 

   
1 1

00
( ) (1) (0) ( ) (e 1) 2 3g x dx k k k x e ua        

2 .f   الدالة  المعرفة على المجال 0;   : (0)كما يلي 1f    :و من أجل كل  يختلف عن الصفر( )
1x

x
f x

e



 ، 

أثبت أن        -أ 
0

1
lim 1

x

x

e

x


. 

: \أن\باستعمال خاصية العدد المشتق: نعلم 
( ) ( )

lim '( )
x a

g x a g a
g a

x a

 



)أن نضع \يكفي   ) xg x e . 

: \ومنه  0

0

1
lim '(0) 1

0

x
x

x

e
e e

x


  


. 

 ،0عند  fعين نهاية الدالة  -ب  

: \لدينا
1

( )
11

xx

x
f x

ee

x

 


: \اذن
0

0

1 1
lim ( ) 1

11
lim

xx

x

f x
e

x





  
 
 
 

 

أي: \
0

lim ( ) 1
x

f x


. 

: \مستمرة عند الصفر من اليمين .  لدينا fاستنتاج  أن  
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


  

 . فسر النتيجة هندسيا. عند  fعين نهاية الدالة  -ج  

 
1

lim ( ) lim lim lim
11 1

lim

lim ( ) 0
1

lim 0

xx xx x x x

x

x

x

x

x x
f x

ee x e

x xx

e

x
f x

x

   







 
 

    
    

 


 





 نهاية شهيرة

0yومنه    معادلة مستقيم مقارب للمنحنى( )fC  بجوار . 
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من   xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -. أ3 0;    :
2

( )
'( )

( 1)x

g x
f x

e



 . 

f  قابلة للاشتقاق على 0;   :حيث 

 

 

   
2 2 2

1 11 ( )
'( )

1 1 1

xx x

x x x

e xe e x g x
f x

e e e

   
  

  
 

على المجال   fاستنتاج تغيرات الدالة  -ب    0;. 

: \لدينا
 

2

( )
'( )

1x

g x
f x

e



)و مما سبق   ) 0g x   و 1 0xe    :اذن'( ) 0f x   أي أن الدالة  متناقصة تمانا على 0; 

  0  x 

- '( )f x  

1  

  

 

( )f x  

)رسم المنحنى  -ج )fC. 

 

). لتكن المتتالية 4 )nu  معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :غير معدوم  ب
1 2 1

1
1 ...

n

n n n
nu e e e

n

 
     

 
. 

برهن أن:   - أ
1 2 1

1

1
1 ...

1

n

n n n

n

e
e e e

e




    



 . 

1 2 1

1

1
1 ...

1

n

n n n

n

e
e e e

e




    



0حدا الأولى لمتتالية هندسة حدها الأول  nهو مجموع     1v   و أساسها
1

nq e  
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وبالتالي: 

1

1

1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

n

n

n

n n n

e e e
S

e e e

 
 
   

   

  

 .nحدد الحدود هو   

ثم استنتج أن:

1
( 1)nu e f

n

 
   

  :لدينا       .

1

( )
1

1

1

1

x

n

x
f x

e

nf
n

e




 
 

 


أي:     
1

1 1 1

1 n

f
n n

e

 
     

  
 

 

و من جهة أخرى: 
   

 

1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 1

1
1

n

n n

n

e
u e e f

n n n
e e

u e f
n

   
             

     
    

 
   

 

 

)استنتاج باستعمال الجزء الأول من التمرين أيضا، أن المتتالية -ب )nu  1متقاربة نحوe. 

بما أن : 
1

lim 0
n n

   و لدينا مما سبق
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


   و بالجداء و التركيب نجدlim 1n
n

u e


     فالمتتالية( )nu  متقاربة

 .1eنحو 

7. 
I f بالعبارة:  دالة معرفة على( ) xf x a bxe . 

: بقراءة بيانية لدينا: bوaتعين العددين
1

(0) 1 1

1 1
(1) 1 1 1 1

f a

f be b
e e



  



        


)اذن:   ) 1 xf x xe   

   .II gيلي:  كما دالة معرفة علىg( ) 1 xx xe  . 

:g.حساب نهايات الدالة 1

limg( ) lim 1

limg( ) lim 1 1

lim 0

x

x x

x

x x

x

x

x xe

x xe

xe



 



 





   

  



 

:   علىقابلة للاشتقاق g: الدالة g.دراسة اتجاه تغير الدالة2 g'( ) 1x x xx e xe e x       

0xe، منxلدينا من أجل كل    و بالتالي اشارة'( )g x  1من اشارةx   :أي. 
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  1     x 
 +         -      0         '( )g x  

 

 :g.جدول تغيرات الدالة3

  1     x 

     
      

            11 e     

 

( )g x  

 

.كتابة معادلة المماس4 T للمنحنى gC1عند النقطة التي ترتيبها: 

(0)بما أن:  1g  0فبالتالي نكتب معادلة المماس عند النقطة التي فاصلتها  :
   : '(0) 0 ( )

1

T y g x g x

y x

  

  
  

.بين أن المنحنى 5 gCيقبل نقطة انعطاف:   لدينا: من أجل كلxمن   ، 

 
 

 

g'( ) 1

''( ) 2

x

x

x e x

g x e x





 

 
)''نلاحظ أن    )g x اذن:   أي:2تنعدم و تغير من اشارتها عند  .

 

 2

2; (2)

2;1 2

g

e



 
نقطة انعطاف للمنحني  gC. 

8. 
.I   :اثبات أنlim 0x

x
xe


 

لدينا: 
1

lim lim limx

xxx x x

x
xe

ee

x



  
  

limو بما  أن: 
x

x

e

x
    اذن

1
lim 0

xx e

x




 
 
 

limأي:    0x

x
xe


 

.II  الدالةf كما يلي:المعرفة على ( ) 1 xf x x e . 

 :fاحساب نهايتي الدالة -.أ1
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 

 

lim ( ) lim 1

lim 1
lim ( )

lim

x

x x

x

x x

x

f x x e

x
f x

e



 



 



 

  


  
 

 

و لدينا 

 

 

lim ( ) lim 1

lim 1
; lim 0 lim ( ) 0

lim 0

x

x x

x x

x x x

x

f x x e

x
xe f x

e



 

 

  



 

  


  


 

 :fاتجاه تغير الدالة -ب

حيث: قابلة للاشتقاق على  fالدالة '( ) 1x x xf x e x e xe       

)'و بالتالي اشارة  )f x  من اشارةx  0لأنxe   على. 

  0    x  
 -  0 + '( )f x  

 

 جدول تغيراتها:

  0    x  

            1  
 

0                   

 

( )f x  

 

).رسم2 )C )أنظرالشكل في نهاية التصحيح(  : 

.III k ،عدد صحيحkfعلى كمايلي:  نسمي الدالة المعرفة ( ) 1 kx

kf x x e . 

0f  :طبيعة الدالة-.أ1  0.

0( ) 0 1 1xf x e x     :0و بالتاليf.دالة تآلفية 

تعين نقط تقاطع المنحنين-ب 0C و 1C: 

0يعني نقوم بحل المعادلة:  1( ) ( )f x f x     :أي 1 1xx e x     :يعني

  

        0 1

1 1 0

1 0 1
1;0 , 0;1

1 0 0

x

x

x e

x x
C C A B

e x

  

    
   

   

 

)النقطة تنتمي الىالتحقق أن هذه  )kC.: 
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لدينا:   1( 1) 1 1 0kf e      و بالتالي   1;0 kA C . 

و عليه لدينا:   0(0) 0 1 1kf e    و بالتالي   0;1 kB C. 

. اشارة العبارة:2  1 1xx e  : 

 0 1  x  
 +             +0 - 1x  

        +0              -            - 1xe   
 + 0 - 0 +   1 1xx e  

 

 من جدول الاشارة نستنتج مايلي:

1xمن أجل     0وx   تكون  1 1 0xx e  . 

من أجل    ; 1 0;x       تكون  1 1 0xx e  . 

من أجل  1;0x    تكون  1 1 0xx e  . 

استنتاج الوضعية النسبية للمنحنيين kC و 1kC : 

)1ندرس اشارة الفرق:  ) ( )k kf x f x  

لدينا          1

1( ) ( ) 1 1 1 1
k x kx kx x

k kf x f x x e x e x e e


         

)1نستنتج ان اشارة الفرق  ) ( )k kf x f x   من اشار الجداء  1 1xx e . 

المنحنيينمما سبق نستنتج أن: kC و 1kC   يتقاطعان في النقطتين   0;1 , 1;0B A . 

على المجال   ; 1 0;     المنحنى 1kC   يقع فوق المنحنى kC. 

على المجال   1;0  المنحنى 1kC   يقع تحت المنحنى kC. 

'.حساب3 ( )kf x   

قابلة للاشتقاق:kfغيرمعدوم. الدالة kو من أجل كل عدد صحيح  منxمن أجل كل  '( ) 1 kx

kf x kx k e   

'اشارة  ( )kf x  من اشارة 1kx k   0لأنkxe   مهما يكنk.غيرمعدوم 

0kنميز الحالتين :  0وk  

0kالحالة الأولى  : 
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 
1

1 0
k

kx k x
k


       :أي 

              
1k

k


    x  

 +  0 - '( )kf x  

 

اذن: من أجل 
1k

x
k


  الدالة  ،

kf .متزايدة تماما 

من أجل 
1k

x
k


   الدالة

kf .متناقصة تماما 

0kالحالة الثانية  : 

              
1k

k


    x 

 -  0 + '( )kf x  

اذن: من أجل 
1k

x
k


  الدالة  ،

kf.متناقصة تماما 

من أجل 
1k

x
k


  الدالة ،

kf .متزايدة تماما 

.أرسم4 C و 1C: 

 

9. 
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.Iلتكن الدالة
1f   1بالعبارة: المعرفة على

4
( )

7

x

x

e
f x

e



 

، xعدد حقيقي .تحقق أنه من أجل كل 1
1

4
( )

1 7 x
f x

e



: 

لدينا:  

1

4 4 4

7 7 1 7

( )

x x x x

x x x x x x

e e e

e e e e e

f x

 

   

 
   

   



 

بين أن للمنحنى-.أ2 1C:مستقيمين مقاربين يطلب ايجاد معادلتيهما 

لدينا: 
1

1

4
lim ( ) lim 4

1 7

4
lim ( ) lim 0

1 7

xx x

xx x

f x
e

f x
e

 

 

 


 


 

4yو بالتالي: المستقيم ذا المعادلة    مقارب للمنحنى 1C  موازي لمحور الفواصل عند . 

0yالمستقيم ذا المعادلة               مقارب للمنحنى 1C  موازي لمحور الفواصل عند 

أن الدالةاثبات -ب
1f  متزايدة تماما على: 

لدينا من أجل كل عدد حقيقي الدالة 
1f  : قابلة للاشتقاق 

 

   
1 2 2

4 7 4 .4 28
'( ) '

7 7 7

x x x xx x

x x x

e e e ee e
f x

e e e

  
   

   
 

:  من  xلدينا من أجل كل 
 

2

28
0

7

x

x

e

e



و بالتالي:    

1 '( ) 0f x  و عليه: أن الدالة
1f  متزايدة تماما على. 

 يمكن استنتاج جدول تغيراتها.:

                                                 x  
+ 1 '( )f x 

4  
 

                                                         0  

 

1( )f x 

 

10عدد حقيقي، xأثبات أنه من أجل كل -ج ( ) 4f x : 

و   متزايدة تماما على  1fلدينا الدالة
1

1

lim ( ) 4

lim ( ) 0

x

x

f x

f x








10فبالتالي:    ( ) 4f x . 

 .1fيمكن ملاحظته من خلال جدول تغيرات الدالة 
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x  ،من اجل كل -.أ3 2ln7 x  نثبت أنه:  من
1 1(2ln7 ) ( ) 4f x f x   . 

أي:  

2ln7

1 1 2ln7 4

4

4

4

4

4 4
(2ln 7 ) ( )

7 1 7

4(49) 4

49 7 1 7

28 4

7 1 1 7

1 7
4

1 7

4

x

x

x

x

x

x

e
f x f x

e e

e

e e

e

e e

e

e



 



 



 





   
 

 
 

 
 

 
  

 



 

النقطةاذن  1 ln 7;2Iمركز تناظر للمنحنى 1C: 

معادلة المماس  -ب 1T للمنحنى 1C عند النقطة
1I :تكتب من الشكل : 

      

   

 

1 1 1

1

1

: ' ln 7 ln 7 ln 7

: ln 7 2

: ln 7 2

T y f x f

T y x

T y x

  

  

  

  

أرسم المماس-ج 1Tأنظر في الأسفل : 

تعين دالة أصلية للدالة-.أ4
1f على : 

1لدينا:  

4
( )

7

x

x

e
f x

e



 : يعني: 4نلاحظ أن اذا قمنا باشتقاق المقام سنتحصل عليه في البسط جداء  

 
1

4 7 '
( )

7

x

x

e
f x

e





اذن :   1( ) 4ln 7 ,xF x e c c    

على المجال المتوسطة للدالةالقيمة  -ب 0;ln7. 

ln7

1
0

1
( )

ln 7
m f x dx     :و منه 

       

 

ln7 0

1 1

1 1
ln 7 0 4ln 7 4ln 7

ln 7 ln 7

1
4ln14 4ln8

ln 7

4 14
ln

ln 7 8

4 7
ln

ln 7 4

m F F e e

m

          

 

 
  

 

 
  

 

 

.II1 أثبت أنه من لأجل كل عدد طبيعي.n  غير معدوم النقطة
1

0;
2

A
 
 
 

تنتمي للمنحنى nC : 
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يعني: 
1

(0)
2

nf  )فرضية التراجع( 

1nمن أجل    :لدينا
0

1 0

4 4 1
(0)

7 8 2

e
f

e
  


 . و بالتالي: محققة.

أي:  1nغير معدوم و نثبت صحتها من أجل الرتبة   nنفرض أنها محققة من كل عدد طبيعي 
1

1
(0)

2
nf  . 

لدينا: 
1

(0)
2

nf    :أي
0

0

4 1

7 2

n

n

e

e



و منه:    

 

 

1 0

1 0

4 4 1

8 27

n

n

e

e




 


 و عليه:   

1

1
(0)

2
nf  . 

غير معدوم   nاذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع  لدينا:  من كل عدد طبيعي 
1

(0)
2

nf  يعني: النقطة
1

0;
2

A
 
 
 

تنتمي للمنحنى nC  

و يمكن الاستنتاج أن جميع المنحنيات nC  تلتقي في نقطة وحيدة هي
1

0;
2

A
 
 
 

. 

2yفان المستقيم ذا المعادلة   *من nاثبات  أنه مهما تغيرت قيمة-.أ2   يقطع nCفي نقطة
nI: 

)نقوم بحل المعادلة :  )nf x y  :أي 

 

4
2

7

4 2 7

2 14 7

ln 7

nx

nx

nx nx

nx nx

e

e

e e

e e

x
n




 

  

 

 

ذات لفاصلةnIاذن: النقطة 
ln 7

x
n

  *n   2هي نقطة تقاطع المستقيم ذو المعادلةy   مع nC. 

معادلة المماس-ب nT  للمنحنى nC  عند النقطةnI : 

 
ln 7 ln7 ln7

: 'n n nT y f x f
n n n

    
      

    
و بالتالي:  

ln 7
2nf

n

 
 

 
و     و لدينا:   

 
 

2

28 .
'

7

ln 7
'

nx

n
nx

n

n e
f x

e

f n
n




 
 

 

 

و منه نجد ما يلي: 
 

 

ln 7
: 2

: ln 7 2

n

n

T y n x
n

T y nx

 
   

 

  

 

رسم -ج 2T و 3T. 
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10. 

بما يلي:  المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 2 25 1
( ) 4

2 2

x xf x x e e       

1 . 

لأن 

 

 

2 2

2

2

2 2

5 1
lim ( ) lim 4

2 2

5
lim

2

1
lim 0

2

lim 4 4

5 1
lim ( ) lim 4

2 2

x x

x x

x

x

x

x

x

x x

x x

f x x e e

x

e

e

f x x e e

 

 











 

 

      


   




 

   



      

  

أن المستقيم  اثبات-.أ2  الذي معادلته
5

2
y x   مقارب للمنحنى C بجوار: 

 

 

2 2

2 2

5 1 5
lim ( ) lim 4

2 2 2

1
lim 4

2

0

x x

x x

x x

x

f x y x e e x

e e

 

 

 



 
         

 

  


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2حل المعادلة  -ب 4 0xe   : 

2 4 0 2 ln 4

2 ln 4

xe x

x

     

  
 

لدراسة وضعية المستقيم     و المنحنى C  نقوم بدراسة اشارة الفرق( )f x y . 

 2 21
( ) 4

2

x xf x y e e     

 نلخص الاشارة في الجدول التالي مما سبق :

  2 ln4   x 

 - 0 +  2 21
4

2

x xe e   

  C تحت   C  فوق  الوضعية 

     2 ln 4; (2 ln 4)C f      

3.  

 

 
 

2 2

2 2

2

2

5 1
4

( ) 5 12 2lim lim lim 1 4
2 2

5
lim 1 1

2

1 ( )
lim lim

2

lim 4

x x

x x

x x x

x

x

x x

x

x

x e e
f x

e e
x x x x

x

f x
e

x x

e

 

 

  





 





   

     


   




    

   



. 

 بين أن-.أ4

 ،قابلة للاشتقاق على  fالدالة 

 

 

 

2 2 2 2

2
2 2

2
2 2

1 1
'( ) 1 4 .

2 2

1 2

1 2

x x x x

x x

x x

f x e e e e

e e

e e

   

 

 

    

   

    
  

 

،  من xلكلو منه  
2

2'( ) 1xf x e   . 

،  من xكلمن أجل  
2

2 1 0xe   .  أي'( ) 0f x   و عليه  الدالةf  متناقصة تماما على، 

 :fجدول تغيرات الدالة  -ب   
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          2                     x  

     

     

( )f x 

 

)''، من x.أحسب من أجل كل.5 )f x  

، قابلة للاشتقاق على  f'الدالة  2 2''( ) 2 1x xf x e e     

          2                     x  

 -     0 + 
''( )f x 

 و تغير منم اشارتها فان 2تنعدم عند  f"بما أن  2;2Aنقطة انعطاف للمنحنى C. 

)أن المعادلة اثبات.6 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا 2، بحيث ln3 2 ln4   .   مبرهنة القيم المتوسطة( )تطبيق 

.أنش ئ7  و C في نفس المعلم )نأخد القيمتين المقربتين التاليتينln 2 0,7 ،ln3 1,1.) 

 

11.  
.I  الدالة )2كما يلي:معرفة على   ) ( 1) 1xx x x e    . 
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 :وعند نهايتي الدالة -.أ1

لأن:   

2

2

lim ( ) lim ( 1) 1

lim ( 1)

lim

x

x x

x

x

x

x x x e

x x

e

 

 







     

    



 

 

2و   2lim ( ) lim ( 1) 1 lim 1 1x x x x

x x x
x x x e x e xe e    

  
          

 :دراسة اتجاه تغير الدالة-ب

 ،قابلة للاشتقاق  على  الدالة

 
 

   

2

2 2

'( ) (2 1) 1

2 1 1

x x

x x

x x e x x e

e x x x x x e

  

 

    

       
 

و بالتالي:  2'( ) xx x x e     لدينا منx  0 منxe . 

)'و عليه اشارة  )x  من اشارة 2x x :أي. 

  1  0    x  
           -           0           +      0      -  2x x  

 جدول تغيرات:

         1       0            x  
                  -            0        +      0      - '( )x 

 
3

1
e
                    

 1  0 

 

( )x 

 

(0).لدينا:  2 0   و الدالة مستمرة و متناقصة تماما على المجال ;0  و متزايدة تماما على المجال 0;1  

غير معدوم من  xلكن من أجل كل عدد حقيقي  ;1  لدينا( ) (0)x   أي( ) 0x . 

غير معدوم من  xاذن من أجل كل عدد حقيقي  ;1،( ) 0x  0.   اذن  . 

مستمرة و متناقصة تماما على المجال الدالة 1;   مع
3

(1) 1 0
e

     وlim ( ) 1 0
x

x


 . 

)و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة  ) 0x   تقبل حل حيث 1;   

:   لدينا: تعين حصر
3

(1) 1 0
e

    و الدالة مستمرة و متناقصة تماما على المجال 1; 
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باستعمال الآلة الحاسبة  نجد  1,79 0,0007 0    و 1,8 0,001 0    1,79و عليه 1,8  . 

).اشارة3 )x: 

     0   x  
 - 0     +    0 + ( )x 

 

.II  1 :(0).لدينا 1f   (0)و 1g  فبالتالي: المنحنين fC  و gC (1;0)يمران  بالنقطةA. 

 :A*معادلة المماس عند النقطة 

:قابلة للاشتقاق على  fالدالة  '( ) 2 1 xf x x e   . 

للمنحنى  Aمعادلة المماس عند النقطة  fC  :1هيy x   

:قابلة للاشتقاق على  gلدالة 
 

2

2

2 2 1
'( )

1

x x
g x

x x

  


 
 . 

للمنحنى Aمعادلة المماس عند النقطة  gC  :1هيy x . 

 ،من  xليكن  -.أ2

 

 

 

 

2

2

2

2

2

2 1
( ) ( ) 2 1

1

1
2 1

1

2 1 ( 1) 1

1

2 1 ( )

1

x

x

x

x
f x g x x e

x x

x e
x x

x x x e

x x

x x

x x










   

 

 
   

  

     


 




 

 

، من  xكل عدد حقيقياذن من أجل 
 

2

2 1 ( )
( ) ( )

1

x x
f x g x

x x


 

 
  

)اشارة  -ب ) ( )f x g xعلى: 

2، من  xلدينا:  من أجل كل عدد حقيقي 1 0x x     0; 0a   

  0 
1

2
   x 

 + 0 - 2 1x 
 - 0      +  0               + ( )x 

 - 0 + 0 + 0 - ( ) ( )f x g x 
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لوضع النسبي للمنحنيين ا-ج fC  و gC: 

على المجال 
1

;
2

 
  
 

و    ;   المنحنى fC  يقع تحت المنحنى gC 

و على المجال 
1

;
2


 
 
 

المنحنى   fC  يقع فوق المنحنى gC. 

المنحنيين  fC  و gC  :يتقاطعان في النقط 
1

;0 , 0;1
2

 
 
 

و   ; ( )f  

12.  
)2كما يلي:   الدالة العددية المعرفة على gلتكن  ) 3 1xg x e x x   . 

. لدينا:  1
0 2(0) 0 3(0) 1

0

g e   


(0)و عليه:  0g . 

).تحديد اشارة 2 )g x: 

0xمن أجل    :و انطلاقا من جدول تغيرات الدالة لديناg  دالة متزايدة و عليه( ) (0)g x g  :و بالتالي( ) 0g x   

0xأجل  و من   :و انطلاقا من جدول تغيرات الدالة لديناg  دالة متزايدة و عليه( ) (0)g x g  :و بالتالي( ) 0g x   

 0   x  
 + 0 - ( )g x 

 

.II  لتكنf كما يلي:   الدالة العددية المعرفة على 2( ) xf x x x e x  . 

 لدينا:   -.أ1

  

2

2

2

( )

1

x x

x

x x

x x
f x x

e e

x x x
e

x x
x

e e

  

  

  

 

 نحسب النهاية:
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2

2

lim ( )

lim ( ) lim

lim 0

lim 0

x

x xx x

xx

xx

f x

x x
f x x

e e

x

e

x

e



 





 

    





 


 . 

 حساب:-ب

 

 
2

2

lim ( ) lim

lim

0

x xx x

x xx

x x
f x x x x

e e

x x

e e

 



    

 



: 

)و بالتالي المنحنى  )C  يقبل مستقيم مقارب Dبجوار  معادلتهy x. 

 لدينا:  -ج

2 2

( )

x

x x x

x x x x xe
x

e e e

f x

 
  



 

و عليه  
2

( )
x

x

x x xe
f x

e

 
 

حساب  
2

21
lim ( ) lim lim

x
x

x xx x x

x x xe
f x x x xe

e e  

 
     . 

)2لدينا  -.أ2 ) ( ) xf x x x x e    0و عليهxe    من اجل كلx من. 

)و بالتالي   )f x x2وx x لهما نفس الاشارة من أجل كلx أي:   .من 

  1  0   x  
       +0 -        0 + 2x x  

 

)بما أن  -ب )f x x2وx x لهما نفس الاشارة من أجل كلx فان الوضع النسبي للمنحنى من( )C و المستقيم D. 

)و بالتالي المنحنى  )C  يوجد فوق D  على المجالين ;0  و 1; و تحت D  على المجال 0;1. 

 حيث:  قابلة للاشتقاق على  fالدالة  -.أ3
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 

 

2

2

2

'( ) (2 1) ( ) 1

2 1

3 1

( )

x x

x x

x x

x

f x x e x x e

e x x x e

e e x x

e g x

 







    

    

   



  

)'لدينا: من xو بالتالي من أجل كل  ) ( ) xf x g x e. 

0xeلدينا   -ب   و بالتالي اشارة  على'( )f x من اشارة( )g x. 

 

 0   x  
 + 0 - '( )f x 

 

متناقصة علىfاذن  الدالة  ;0  و متزايدة على المجال 0;. 

 .fجدول تغيرات الدالة-ج

 0   x  
 + 0 - '( )f x 

  
 

0 

 

( )f x 

 

)''2تحقق من أن-.أ4 ) ( 5 4) xf x x x e   من أجل كلx من. 

 ، قابلة للاشتقاق على  f'الدالة 

   

 

 

2

2

2

''( ) 3 1 2 3

3 1 2 3

5 4

x x x x

x x x

x

f x e e x x e e x

e e x x e x

e x x

 





       

        

  

 

)''و عليه اشارة  )f x  2من اشارة 5 4x x   :أي 

  4  1   x  
       +0 -        0 + 2x x  

 

و بالتالي النقطة  1الثانية تنعدم و تغير من اشارتها عند لدينا المشتقة   1; (1)A f نقطة انعطاف للمنحنى( )C. 
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و بالتالي النقطة   4ولدينا المشتقة  الثانية تنعدم و تغير من اشارتها عند  4 : (4)B f نقطة انعطاف للمنحنى( )C. 

. انشاء 5 D و( )C: 

 

13. 
.I لتكن الدالةf 2كما يلي :المعرفة على 1( ) 3 1xf x e x   . fC و تمثيلها البياني في معلم متعامد ز متجانس ; ,O i j  . 

 باحس-.أ1

 

 

2 1

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

2 1

lim ( ) lim 3 1

3 1
lim ( ) lim 3 1 lim 1

lim 1 3

lim

x

x x

x x

x xx x x

x x x

x

x

x

f x e x

x
f x e x e

e e

e xe e

e

 

 

   

     

   



 



    

 
      

 

  

  

أن:      2 1lim 3 0x

x
xe 


 . 

 

و منه    

2 1 2 1

2 1

( ) 3 1 3 1
lim lim lim

1 1
lim 3

x x

x x x

xx

f x e x e x

x x x x x

xe x

   

  



 
   

  

 

 . 
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 لدينا: -ب

   2 1

2 1

lim ( ) 3 1 lim 3 1 3 1

lim

0

x

x x

x

x

f x x e x x

e

 

 

 



           





 

 lim ( ) 3 1 0
x

f x x


      

3التفسير: نقول أن المستقيم ذا المعادلة  1y x   مقارب مائل للمنحنى fC  عند . 

 :f. اتجاه تغير الدالة 2

2حيث:  قابلة للاشتقاق على  fالدالة   1'( ) 2 3xf x e     

)'و منه  ) 0f x   تكافئ 

: نستنتج أن 

2 1 2 1 3
2 3 0

2

3
2 1 ln

2

1 3
ln 1

2 2

x xe e

x

x

       

 
    

 

  
    

  

 

            
1 3

ln 1
2 2

  
   

  
    x  

 + 0 - 2 12 3xe   
 

 :fجدول تغيرات 

            
1 3

ln 1
2 2

  
   

  
    x  

 + 0 - '( )f x 

  
 

            
1 3

ln 1
2 2

f
   
    

   
 

 

 

( )f x 
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لدينا: 

2 1

1 3
2 ln 1 1

2 2

( ) 3 1

1 3 1 3
ln 1 3 ln 1 1

2 2 2 2

3 1 3
3 ln 1 1

2 2 2

3 3 3
ln 1 1

2 2 2

1 3 3
ln 1

2 2 2

1,6

xf x e x

f e

 

   
      

   

  

         
               

         

   
       

   

  
     

  

  
    

  



 

مستمرة و رتيبة على المجال  f. الدالة 3
1 3

; ln 1
2 2

   
     

   
)   و   1,3) ( 1,2) 0f f     

تماما على المجال ايدة مستمرة ومتز  fالدالة و لدينا كذالك 
1 3

ln 1 ;
2 2

   
     

   
و لدينا:     0,2 0,3 0f f  

)القيم المتوسطة  المعادلةاذن حسب مبرهنة  ) 0f x  تقبل حلين  و  1,3بحيث 1,2     0,2 0,3  . 

.رسم المنحنى 4 fC: 

 

.II نعتبر المتتاليتين nu  و nv  :2المعرفتين كما يلي 1n

nu e  3و 1nv n . 

1. 
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لدينا: 
 

 
2 1 1

2 1 1 2 1 21

2 1

n
n nn

n

n

u e
e e

u e

  
     

 
   

و منه المتتالية  nu 2هندسية أساسهاq e  1و حدها الأول

0u e. 

و لدينا:   1 3 1 1 3 1 3n nv v n n        و منه نجد أن   المتتالية nv  حسابية 

3rأساسها    و حدها الأول
0 1v  . 

. ااتجاه تغير المتتاليتين2 nu و nv. 

3بما أن  0r    فان المتتالية nv . متتالية متزايدة 

21بما أن الأساس   1e    1و الحد الأول 0e   فان nu. متتالية متزايدة 

.لدينا: 3 nv متتالية متزايدة و nu متتالية متزايدة 

ومن جهة أخرى لدينا: 

2 1lim lim 3 1

lim

n

n n
n n

n n
n

v u n e

v u

 

 



     

  
  

اذن المتتاليتين  nu و nv . ليس بمتتاليتين متجاورتان 

لمجموع. حساب ا4
nS بدلالةn: 

(0)بحيث :  (1) ... ( )nS f f f n      يكفي ان نلاحظ أن( ) n nf n u v   

و بالتالي: 

 

0 1 0 1

2( 1)
1

2

1
2( 1)

2

(0) (1) ... ( )

... ...

1 1 1 3
( 1)

1 2

2 3
1 ( 1)

1 2

n

n n

n

n

S f f f n

u u u v v v

e n
e n

e

e n
e n

e

 





 



   

       

     
     

   

    
      

   

 

limاحسب -ب n
n

S


   
1

2( 1)

2

2 3
lim lim 1 ( 1)

1 2

n

n
n n

e n
S e n

e


 

 

    
        

   
 

حساب 
2

lim n

n

S

n
. 
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اذن: 

 

 

 

1
2( 1)

2

2 2

1
2( 1)

2

2 2

2( 1)1

2 2

2

2 3
1 ( 1)

1 2
lim lim

2 3
1 ( 1)

1 2
lim

1
lim 0

1

lim
2 3

( 1)
32

lim
2

n

n

n n

n

n

n

n

n

n

n

e n
e n

eS

n n

e n
e n

e

n n

ee

e n
S

n
n

n


 



 


 





 







    
     

   


            

  
  

  
   

  
  



2

3

2n


  

14. 
)1كما يلي:   المعرفة على fنعتبر الدالة ) xf x xe  . 

1عدد حقيقي   x.ليكن  1 1
( ) x x

x
f x xe x e e ex

e

      

)عدد حقيقي،  xاذن بين أنه من اجل كل )
x

x
f x e

e
  . 

2  .

1

1

lim ( ) lim

lim ( ) lim lim 0

x

x x

x

xx x x

f x xe

x
f x xe e

e



 



  

  

   
0yاذن     معادلة مستقيم مقارب لمنحنى الدالةf عند . 

،  قابلة للاشتقاق على  fالدالةfاتجاه تغير الدالة.  3  1'( ) 1 xf x x e  . 

x  ،1من أجل كل عدد حقيقي 0xe    و بالتالي اشارة'( )f x  1من اشارة x. 

  1    x 
 - 0 + 1 x 

 

 جدول تغيرات: 

  1    x 
 - 0 + '( )f x 

1 

0      

 

( )f x 
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  .II1 ليكن .x،عدد حقيقي 

   

 

   

   

2 2

2 2 1

1

1 ( ) ( ) ( )

1 ... 1 ...

1 ... ...

1

n n n

n n

n n n

n

x g x g x xg x

x x x x x x x

x x x x x x x

x





  

         

         

 

 

1xاذن من أجل كل   ،
 
 

11
( )

1

n

n

x
g x

x





. 

 ،1أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن  .تحقق2

)، 1نلاحظ أن أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن  ) '( )n nh x g x  و عليه 

و بالتالي: 

     
 

 

1

2

1

2

1 1 1
' ( )

1

( 1) 1

1

n n

n

n n

n x x x
g x

x

nx n x

x





    




  




 

(1).نضع3 (2) ... ( )nS f f f n    : 

 :nSالمجموع  nحساب بدلالة 

0 1 2 1

1 2

1

2

1 2 3
(1) (2) ... ( ) ...

1 1 1
1 2 3 ...

1

1 1
( 1) 1

1
1

n n

n

n

n n

n
S f f f n

e e e e

n
e e e

h
e

n n
e e

e





        

     
         

     

 
  

 

   
     

   
 
 

 

 

غير معدوم ،  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي
1

1 2 1 21
( )

n

n nn ne e ne e f n
e



     
   

 
  

و عليه  
1

21
lim lim ( ) 0

n

n n
n e f n

e





 

 
  

 
. 

و كذلك    
1

1 1 ( 1)

n

nn n e f n
e

 
     

 
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و عليه نستنتج ان:  
2

2

1
lim

11
1

n
n

e
S

e

e



 
   

  
 

 

. 

15. 
.I الدالةg المعرفة على 0;  : كما يلي( ) 1xg x e x   . 

 :g. اتجاه تغير الدالة1

قابلة للاشتقاق على  gالدالة 0; ،'( ) 1xg x e . 

  0  x 
+ 1xe  

 

متزايدة تماما على المجال gو عليه الدالة  0;. 

)اشارة x.عين حسب قيم 2 )g x: 

(0)بما أن  0g   و الدالةg متزايدة تماما على المجال 0;اذن من أجل كل .xمن 0; ،( ) (0) 0g x g . 

  0  x 
+ ( )g x 

 

). لدينا: 3 ) 0g x    :أي
1 1 0

0

x x

x

e x e x

e x

     

  
 

من xاذن من أجل كل  0; ،0xe x . 

.II الدالةf  المعرفة على المجال 0;1  :كما يلي
1

( )
x

x

e
f x

e x





  

. لدينا 1 0;1x و بما أنf دالة متزايدة تماما على المجال 0;1 ، (0)فان ( ) (1)f f x f . 

0أي   ( ) 1f x   تكافئ ( ) 0;1f x . 

منxاذن  من أجل كل 0;1  ، ( ) 0;1f x . 

 -.أ2
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      1 1 11
( )

x x xx

x x x

e x e x x e xe
f x x x

e x e x e x

     
    

  
 

اذن :   
 1 ( )

( )
x

x g x
f x x

e x


 


. 

)الوضع النسبي للمنحنى  -ب )C و المستقيم D: 

منxمن أجل كل 0;1 ،( ) 0g x    1و 0x     0وxe x   

)اذن  ) 0f x x   أي أن للمنحنى( )C  يقع فوق  المستقيم D  و يتقاطعان في النقطة 0;0  و 1;1. 

على fدالة أصلية للدالة  -.أ3 0;1. 

نلاحظ أن:   ' 1x xe x e    و عليه   ( ) ln ,xF x e x c c     

 مساحة الحيز : -ب

على المجال  0;1 ( )f x x  :و بالتالي 

 

 

11 1 1 2
1

0

0 0 0 0

( ) ( ) ( )
2

1
ln 1 .

2

x
f x xdx f x dx xdx F x

e u a

 
      

 

  

  
  

 الجزء الثالث:

 . خطوط التمثيل.1
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.لدينا: 2
0

1

2
u   و منه

0

1
1

2
u . 

0nليكن     نفرض أن
1

1
2

nu   و بما أنf دالة متزايدة تماما على المجال 0;1 

و منه نستنتج أن    
1

1
2

nf f u f
 

  
 

أي:   
1

1
1

2
nu  . 

، nو عليه حسب خاصية الاستدلال بالتراجع لدينا  من أجل كل عدد طبيعي
1

1
2

nu . 

حسب ما سبق لدينا  على المجال  0;1  ،( )f x x و بما أن 0;1nu  

فان  n nf u u. 

،  nاذن من أجل عدد طبيعي
1

1
1

2
n nu u    . 

. بما أن المتتالية3 nu فهي متقاربة نحو العدد 1لعدد متزايدة و محدودة من الأعلى باl  حيث 0;1l. 

لأن 
1

1
2

nu . 

   1lim lim lim ( )n n n
n n n

l u f u f u f l
  

    . 

1xمن أجل    لدينا( )f x x  ،1و بالتاليl   :و عليهlim 1n
n

u


 
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 (I  الدالة العددية نعتبرf للمتغير الحقيقيx المعرفة على المجال 2;   : كما يلي    1xf x ax b e    . 

     fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j  1وحدة الطول cm. 

بحيث تكون النقطة bو aعينّ قيمتي         1;1A  تنتمي إلى fC و معامل توجيه المماس عندA يساوي e . 

(II  الدالة العدديةنعتبرg للمتغير الحقيقيx المعرفة على المجال 2;   : كما يلي   1 1xg x x e     . 

           gC السابق .  تمثيلها البياني في نفس المعلم    

بينّ أن  (1 lim 1
x

g x


 نذكر أنّ  ). و فسر النتيجة بيانياlim 0u

u
ue


)  

 ، ثم أنشئ جدول تغيراتها . gرات الدالةأدرس تغيّ   (2

بينّ أن المنحنى (3 gCيقبل نقطة إنعطافI. يطلب تعيين إحداثييها 

أكتب معادلة المماس للمنحى (4 gCعند النقطةI. 

أرسم (5 gC . 

6) H العددية المعرفة على المجالالدالة 2;  كما يلي  :    xH x x e     حيث و   عددان حقيقيان 

 دالة أصلية للدالة :Hبحيث تكونو عينّ -                      1x g x. استنتج الدالة الأصلية للدالةg  0و التي تنعدم عند القيمة . 

(III لتكنkالمجال الدالة المعرفة على 2;   : كما يأتي   2k x g x 

 راتها .ثم شكل جدول تغيّ kر الدالةباستعمال مشتقة دالة مركبة ، عينّ اتجاه تغيّ  

 

2201027 

كما يلي : *معرفة علىال fنعتبر الدالة العددية  
1

1
 

x
f x x

e
 

نرمز بـ   fCلتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j . 

أحسب  -أ (1 lim
x

f x


و   lim
x

f x


 . 

أحسب  -ـ ب      
0

lim
x

f x




و   
0

lim
x

f x




 و فسر هندسيا النتيجة . 

 راتها .ل جدول تغيّ على كل مجال من مجالي تعريفها ثم شكّ  fر الدالة يّ أدرس إتجاه تغ (2

ن أن المنحنيبيّ  -أ (3 fC بل مستقيمين مقاربين مائلينيق   و  هما على الترتيب : يمعادلتy x  1وy x  . 

أدرس وضعية -بـ  fC بالنسبة إلى كل من   و . 

أثبت أن النقطة (4
1

0;
2


 
 
 

هي مركز تناظر للمنحنى fC . 

ن أن المعادلة بيّ  -أ (5  0f x   ّين تقبل حل و  : حيثln 2 1   1.4و 1.3    . 

هل توجد مماسات لـ -ـ ب    fC  توازي المستقيم ؟ 

أرسم   -ـ ج     ،   ثم المنحنى fC .  

عدد و إشارة حلول المعادلة : mانيا حسب قيم الوسيطناقش بي  -د     1 xm e m   

 
 
 

 
 
 

4.  
 



# 5min Maths    /    / 2022                        4         64 

3201127 

بـِ : فة علىالمعرّ  fنعتبر الدالة العددية  1  xf x e e x. 

         fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

حسب أأ ـ   (1 lim
x

f x


و  lim
x

f x


. 

حسب أـ  ـب       f x  ّدرس إشارتهاأثم. 

 . f رات الدالةـ شكّل جدول تغيّ   جـ     

 أ ـ بينّ أن المستقيم (2   1ذي المعادلةy e x    مقارب مائل للمنحني fC  بجوار . 

 عادلة للمستقيمكتب مأـ  ـب         T  مماس للمنحني fC  0عند النقطة ذات الفاصلة. 

ـ بينّ أنّ المعادلة   جـ          0f x  تقبل في المجال ، 1,75;1,76  حلا وحيدا. 

 رسم المستقيمينأد ـ            و T ىثم المنحن  fC على المجال ;2. 

، المساحة حسب بدلالةأأ ـ (3 A  للحيزّ المستوي المحدّد بالمنحني fC  حامل محور الفواصل والمستقيمين اللذّين ، 

0x معادلتيهما:                         ،    x   . 

ـ أثبت أنّ :  ـب           21

2
A e e ua

 
   
 

           (ua هي وحدة المساحات) 
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 (Iلتكنg  ّبـِ : فة علىالدالة العددية المعر  1 xg x xe . 

حسب أ(1 lim
x

g x


 و  lim
x

g x


. 

 .ها راتشكّل جدول تغيّ ثم  g تغير الدالةدرس اتجاه أ(2

بينّ أنّ المعادلة ـ أ(3  0g x  تقبل في حلا وحيدا ،  المجال على 1;   

0.5تحقق أنّ   ـ ـب               0.6 ،  ثم استنتج إشارة g x ىعل. 

 (II  الدالةنعتبرf  المجال المعرفة على ;2  كما يلي :   1 1xf x x e x   .  

        fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

حسب أ(1 lim
x

f x


. 

fلتكن (2   الدالةمشتقةf .   ّن أنه من أجل كل عدد حقيقيبيx من ;2  : فإن   f x g x   ، 

ةإشاراستنتج          f x  المجال على ;2  رات الدالةشكّل جدول تغيّ ، ثمf. 

نّ أنّ بيّ (3 
2 1

f





 
  

 
للعدد نتج حصرا ، ثم است  f  (  ّ210ر النتائج إلى تدو ) 

المستقيم بينّ أنّ  ـ أ(4  1ذا المعادلةy x    مقارب مائل للمنحنىمستقيم هو fC بجوار   

أدرس وضعية ـ بـ       fCبالنسبية إلى  . 

 المعادلة بينّ أنّ  ـأ (5  0f x   ّين تقبل حل
1x  و

2x حيث 
11.6 1.5x     و

21.5 1.6x   . 

 أنشئ ـ بـ                   و fC . 

كما يلي : المعرفة على  الدالة hلتكن (6    xh x ax b e  

xxأصلية للدالة  دالة hبحيث تكون  bو  aن العددين الحقيقين عيّ  أ ـ    xe على           . 

 .على  gستنتج دالة أصلية للدالةإ ـ  بـ   

 

 

 

5201316 
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 (I f  الدالة المعرّفة على ;1  ِبـ   :   
1

1

1
x

x
f x e

x
 


 . 

و         C د والمتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعام( ; , )O i j. 

حسب أ (1 lim
x

f x


و  
1

lim
x

f x




، ثمّ استنتج المستقيمين المقاربين للمنحني  C. 

حسب أ (2 'f x بينّ أنّ الدالة .f ا على المجالمتناقصة تمام ;1  ّراتها.ل جدول تغيّ ، ثمّ شك 

بينّ أنّ المعادلة  (3  0f x   تقبل في ;1  حلا وحيدا باستعمال جدول القيم أعلاه جد .

 .للعدد   حصرا

م المستقيمين المقاربين والمنحنى رسأ (4 C ّرسم المنحني أ، ثم 'C  الممثل للدالةf. 

التي من أجلها يكون للمعادلة  mعينّ بيانيا مجموعة قيم الأعداد الحقيقية  (5 f x m .حلان مختلفان في الإشارة 

(II  g الدالة المعرّفة على ;1  :ِبـ   2 1g x f x   .(عبارة g x غير مطلوبة ) 

على gدرس تغيرّات الدالة أ (1 ;1 .ثمّ شكّل جدول تغيراتها ، 

تحققّ أنّ  -أ  (2
1

0
2

g
  

 
 

، ثمّ بينّ أنّ :   
1

' 2 '
2

g f



 

 
 

. 

ستنتج معادلةإ  -ـ ب T المماس لمنحنى الدالةg في النقطة ذات الفاصلة
1

2

 
. 

تحققّ من أنّ :  -ـ ج
   

3 3

2 1

1 1
y x



 


 

 
، معادلة للمستقيم  T. 
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 (I  g ّ2: ـ بفة علىالدالة العددية المعر 2( ) 1 2 xg x x e   .  

 . علىgر الدالةتجاه تغيّ إأدرس  (1

)بينّ أنّ المعادلة  (2 ) 0g x   تقبل حلا وحيدا 0,36، ثمّ تحققّ أنّ: في 0,37 . 

)ستنتج إشارة إ (3 )g x على. 

(II f2: ـ  بالدالة العددية المعرفة على 2( ) 1xf x xe x  . 

و    fCو المتجانس تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد( ; , )O i j. 

2: من xبينّ أنهّ من أجل كل  -أ (1 2'( ) ( )xf x e g x . 

 المجال متناقصة تماما على fستنتج أنّ الدالة إ -بـ  ;   دة تماما على و متزاي ; . 

 .fرات الدالة، ثم شكل جدول تغيّ و عند  عند fأحسب نهاية  (2

أحسب (3 lim ( ) 1
x

f x x


  .ثمّ فسّر النتيجة هندسيا 

)س وضعيةأدر (4 )fCبالنسبة إلى المستقيم( ) 1الذي معادلتهy x  . 

)أنشئ (5 )و( )fC على المجال
1

;
2

 
 
 

)نأخذ  ،  ) 0,1f  . 

2: منxقق أنهّ من أجل كلتح  -أ (6 22 ( ) '( ) "( ) 1 2 3 xf x f x f x x e     . 

 . علىfستنتج دالة أصلية للدالةإ -ـ ب
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 (I  لتكنg  ّبـِ : فة علىالدالة العددية المعر   21 1     xg x x x e. 

حسب أ(1 lim
x

g xو lim
x

g x . 

 .ها راتشكّل جدول تغيّ ثم ،  g ر الدالةتغيّ درس اتجاه أ(2

لمعادلةلن أنّ بيّ  ـ أ(3  0g x أحدهما معدوم  و الآخر  حليّن في ، : 1.52 حيث 1.51    .  

استنتج إشارة   ـ ـب           g x ىعل. 

 f x  x  

0,037 0,20 

0,016 0,21 

0,005- 0,22 

0,026- 0,23 

0,048- 0,24 

0,070- 0,25 
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 (II  الدالةنعتبر f  كما يلي المعرفة على :   2 3 2      xf x x x x e.  

        fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

حسب أ -أ(1 lim
x

f xو lim
x

f x . 

فإن :  xن أنه من أجل كل عدد حقيقيبيّ  -بـ     f x g x   . 

 نأخذ )  .ىعل f رات الدالةشكّل جدول تغيّ  -جـ   0.38 f ) 

 : عينّ دون حساب -د
   

0
lim

 



 

h

f h f

h
 ، ثم فسّر النتيجة هندسيا . 

المستقيم بينّ أنّ  ـ أ(2  ذا المعادلة y x مقارب مائل للمنحنى fCعند    

المنحنى أدرس وضعية ـ بـ fC للمستقيم بالنسبية  . 

 بينّ أن المنحنى يقبل نقطتي إنعطاف يطلب تعيين إحداثييهما . -جـ 

أرسم -د   و fC  على المجال 2;  . 

عدد و إشارة حلول المعادلة :mحسب قيم الوسيطناقش بيانيا و  -هـ    2 3 2 0    xm x e x x على المجال 2;  . 

 (III h وH كما يلي :  الدالتان المعرّفتان على    h x x f x و   2    xH x ax bx c e . 

 .  على hأصلية للدالة دالةHالدالة بحيث تكون cو   a ،b عداد الحقيقيةعينّ الأ (1

 أحسب التكامل التالي : -أ  (2   
0



  A h x dx     عدد حقيقي موجب تماما و فسّر النتيجة هندسيا . ، حيث  

أحسب -بـ  lim A





 .     
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 (I  g2بـ : الدالة العددية المعرّفة على( ) 2 xg x e x x  . 

أحسب -أ (1 g xكل من أجلxلدالة ر اتجاه تغيّ إأدرس ، ثم منg  (حيثg  هي مشتقة الدالةg  ) 

، من xكل  أجل من، بينّ أنه  -بـ   0g x  

 ، ثم شكّل جدول تغيّراتها .و عند   كل من عندg أحسب نهايتي الدالة -جـ 

)بينّ أنّ المعادلة (2 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا 1,38: حيث 1,37   . 

)ستنتج إشارة إ (3 )g x حسب قيم العدد الحقيقيx . 

(II f
 

: ـ  بالدالة العددية المعرفة على
2

( )
x

x

x e
f x

e x



 .  

و          fC  المعلم المتعامد و المتجانس تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى( ; , )O i j. 

أحسب -أ (1 lim
x

f xو lim
x

f x . 

، من xمن أجل كل  ، بينّ أنهّ -بـ 

 
2

( )
'( )

x

x

xe g x
f x

e x



fحيث)   هي مشتق الدالةf ) . 

 .ها راتشكّل جدول تغيّ ثم ، على f ر الدالةتغيّ درس اتجاه أ -جـ 

بينّ أن : -أ (2  2 2
2 2

1
   


  


fثم استنتج حصرا  للعدد ،  f  . 

2limأحسب  -بـ  ( )


  x
f x x  ، بيانيا ثمّ فسّر النتيجة. 

)المنحنى أنشئ -جـ  )fC .( تعطى ( ) 0,29f  ) 
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 (I   الدالة العدديةنعتبرf ّـ ب  فة علىالمعر :  2 12   xf x x e. 

و          fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 
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بينّ أن (1 lim 2
x

f x


  أحسب  و أعط تفسيرا هندسيا للنتيجة ، ثم lim
x

f x


.  

، من xكل  أجل بينّ أنه من -أ (2    12    xf x x x e 

 .ها راتشكّل جدول تغيّ ثم  fر الدالةتغيّ درس اتجاه أ -بـ 

أكتب معادلة لـ (3 T  المماس للمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة . 

 (II h
 

)1بـ  : الدالة العددية المعرفة على ) 1 xh x xe  . 

، منxكل أجل بينّ أنه من (1  0h x  ثم أدرس الوضع النسبي للمنحنى ، fC  و المماس T. 

)المعادلة بينّ أنّ  (2 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  0,7حيث 0,6   . 

المماسأنشئ   (3 T والمنحنى fCعلى المجال 1;  . 

4) F
 

بـ  : الدالة المعرفة على 2 1( ) 2 2 2 xF x x x x e    . 

لحيزّ المستوي المحدّد بالمنحنيا ثم  أحسب مساحة ، على fلدالةدالة أصلية لFتحقق أن - fC حامل محور الفواصل ، 

0x المستقيمين اللذّين معادلتيهما:   و      1    وx   . 

10201717 

(I  الدالةنعتبرg  ّـ ب  فة علىالمعر :  2 xg x x e e. 

        gCعامدتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المت 

)و المتجانس                ; , )O i j. (الشكل) 

 أحسب  1g . 

 بقراءة بيانية عينّ إشارة  g x ثم استنتج إشارة ،  g x 

 . x حسب قيم العدد الحقيقي    
 

(II 
 

المعرفة على fنعتبر الدالة
)بـ  :   ) 2  x e

f x e
x

 . 

      fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

 :ية أحسب النهايات الآت (1 lim
x

f x، 
0

lim
x

f x




، 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x . 

بينّ أن المنحنى (2  2الذي معادلته xy e و المنحنى fCس وضعية المنحنىمتقاربان بجوار ، ثم أدر fC  بالنسبة لـ . 

 ،منxكل أجل بينّ أنه من  (3 
 

2

 
 

g x
f x

x
 . 

الينمتزايدة تماما على كل من المج fاستنتج أن الدالة (4 1;0 و 0; متناقصة تماما على المجال ; 1   ثم شكّل ، 

 جدول تغيرّاتها .

كيف يمكن إنشاء المنحنىبينّ  (5 إنطلاقا من منحنى الدالةxx eكلا من ، ثم أرسم بعناية و fC في نفس المعلم. 

عددا طبيعيا وnليكن  (6 A nينلحيزّ المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحة( )fC و( )  ذين معادلتيهما:المستقيمين اللّ و 

    nx e    و
1  nx e  . 

 حيث :lأحسب العدد الحقيقي      0 1 .... 2016   l A A A. 

 

11201817 

 (I gكما يلي الدالة العددية المعرفة على :   2 1    xg x x e . 

حسب أ(1 lim
x

g x


و  lim
x

g x


 

 .ها راتشكّل جدول تغيّ ثم gر الدالةتغيّ درس اتجاه أ(2

بينّ أنّ المعادلة (3  0g x يدا تقبل في حلا وح  0.38 حيث 0.37     ثم استنتج إشارة g x على  ℝ . 

 (II  الدالةنعتبرf بـ المعرفة على :  2 1    xf x x xe.  

      fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 
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حسب أ -أ(1 lim
x

f x


و  lim
x

f x


. 

أحسب -بـ    lim 2 1
x

f x x


    . ثم فسر النتيجة بيانيا ، 

أدرس الوضع النسبي للمنحنى -جـ  fCو المستقيم   : حيث  : 2 1y x  . 

 يكون : xن أنه من أجل كل عدد حقيقيبيّ  (2   f x g x  ،  الدالةاتجاه تغيرّ استنتج ثمf  ها .راتل تغيّ شكّل جدوو  

المماس أكتب معادلة  (3 Tللمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة . 

)أنشئ (4 )، T المنحنى و( )fC ( نأخذ( ) 0,8f  ). 

x   :ذات المجهول عدد و إشارة حلول المعادلةmناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي (5 1 xx m e   

أصلية للدالة دالة باستعمال المكاملة بالتجزئة عينّ  -أ(6 
xx xe 

1xأجل  و التي تنعدم من  .            

لحيزّ المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحة Aالعدد أحسب  ـ بـ    fC 1هما: تمعادلا تيال اتوالمستقيميx   ،3x   و

2 1y x  

 

12201917 

)متجانسال متعامد والمعلم المنسوب إلى المستوي   ; , )O i j 2 .  تؤخذ وحدة الطولcm .
 

  fC و gC التمثيلان البيانيان للدالتينf وg كما يلي : المعرّفتين على 

  xg x e ex          و  21

2

xf x e ex . 

 .   gر الدالةأدرس إتجاه تغيّ  -أ  (1

إستنتج إشارة -بـ  g x حسب قيمx  . 

 . fر الدالةأدرس إتجاه تغيّ  (2

كلا من  أحسب (3 lim
x

f x


و   lim
x

f x


 . fرات الدالة، ثم شكّل جدول تغيّ 

أدرس الوضع النسبي للمنحنيين (4 fCو gCعلى . 

أرسم على المجال (5 0;2  المنحيين fCو gCفي نفس المعلم( ; , )O i j .( يعطى
2 2 2e e  ) 

أحسب بالسنتمتر مربع مساحة الحيز المحدد بالمنحنيين (6 fCو gC. 

7) hالدالة المعرّفة على المجال 2;2 : كما يلي   21

2

x
h x ex e  و ليكن  . تمثيلها البياني في المعلم السابق 

 زوجية .hبينّ أن الدالة -أ 

من أجل -بـ  0;2x  أحسب   h x f x ثم استنتج كيفية رسم إنطلاقا من fC . ثم أرسمه 
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 ﴾2008 باك﴾﴿1﴿لتمرينحل مقترح ل

(I  f فة علىلدالة العددية المعرّ ا 2;   : كما يلي    1xf x ax b e         
تكون النقطةبحيث  bو aتعيين قيمتي    1;1A  تنتمي إلى fC و معامل توجيه المماس عندA يساوي e . 

  fA C: معناه  1 1f  : أي   1 1a b e   و منه  :a b. 

يساوي Aمعامل توجيه المماس عند   e : معناه  1f e   . 

قابلة للإشتقاق على fالدالة   2;    و  :     ( ) x x xf x ae e ax b ax b a e          . 

و منه       1 2f a b e     و مما سبق  . 1f e    . 

2 بالمطابقة لدينا     1a b     وa b   : 1و منه نجدa b   . 

(II  الدالةg مجالمعرفة على ال 2;   : بـ   1 1xg x x e     . 

تبيان أن (1 lim 1
x

g x


  . 

          lim lim 1 1 lim 1 1x x x

x x x
g x x e xe e  

  
        لأن ، lim lim 0x u

u u
xe ue

 
   . 

1yالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة        ىمقارب أفقي للمنحن gC عند . 

 : gدراسة تغيرّات الدالة (2

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة       2;    ،    و   ( ) 1x x xg x e e x xe         . 

 : gةر الدالإتجاه تغيّ  -

)إشارة           )g x من إشارة x.    

و منه : من أجل            2;0x   يكون ،( ) 0g x   و بالتالي الدالةg جالمتناقصة على الم 2;0 . 

من أجل                   0;x   يكون ،( ) 0g x   و بالتالي الدالةg على المجال زايدةمت  0; . 

 : gالدالة راتجدول تغيّ                  

 

 

 

 

 
 

تبيان أن المنحنى (3 gCيقبل نقطة إنعطافIتعيين إحداثييها . مع 

gالدالة        قابلة للإشتقاق على المجال 2;    ،    و  ( ) 1 xg x x e   . 

) إشارة      )g x1 من إشارة x و بالتالي g x مغيرّا إشارته ، و منه 1 ينعدم عند
2

1;1I
e

 
 

 
لـ هي نقطة إنعطاف gC . 

لمماسكتابة معادلة ا (4 T للمنحى gCعند النقطةI. 

لدينا :             : 1 1 1T y g x g      و  منه 
1 3

: 1T y x
e e

   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                      0                       2  x 

            0                      g x 

1                                                
2 1e  

 
 

  0                                                                                  

 

 g x 
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 الرسم : (5
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

6) Hالعددية المعرفة على المجال الدالة 2;  كما يلي  :    xH x x e     حيث و  عددان حقيقيان .  

 دالة أصلية للدالة :Hبحيث تكونو تعيين -                1x g x: 

قابلة للإشتقاق على المجال Hالدالة          2;      و ،     ( ) x x xH x e e x x e               . 

        H: دالة أصلية للدالة   1x g x : معناه    1x xx e x e          : 1 و منه نجد 2 و  . 

لدينا:                     1 1 1g x g x H x       الدالة الأصلية للدالةو منهg : من الشكل    G x H x x c   

 هي : 0و التي تنعدم عند  gالدالة الأصلية للدالة           2 2xG x x e x   . 

(III لتكنkالدالة المعرفة على المجال 2;   : كما يأتي   2k x g x 

قابلة للإشتقاق على المجال kالدالة          2;    لأنها مركب دالتين قابلتين للإشتقاق ، 

 و             
2 22 2 3( ) 2 2 2x xk x xg x x x e x e    . 

 : kإتجاه تغيرّ الدالة     

) إشارة       )k x  من إشارةx .     

و منه : من أجل       2;0x   يكون ،( ) 0k x   و بالتالي الدالةk متناقصة على المجال 2;0 . 

من أجل               0;x   يكون ،( ) 0k x   و بالتالي الدالةk على المجال زايدةمت  0; . 

 : kالدالة راتجدول تغيّ           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     0                         2  x 

           0                k x 

1                                              
41 5e  

 
 

0 

 

 k x 

 

 

2 3 4 5 6-1-2

2

3

4

5

6

7

8

0 1

1

I

 gC  
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 ﴾2010 باك﴾﴿2﴿لتمرينحل مقترح ل

  f كما يلي : *الدالة العددية المعرفة على 
1

1
 

x
f x x

e
 

 -أ (1 
1

lim lim
1xx x

f x x
e 

 
     

   و    
1

lim lim
1xx x

f x x
e 

 
     

 . 

 -ـ ب 
0 0

1
lim lim

1x
x x

f x x
e 

 

 
     

    و    
0 0

1
lim lim

1x
x x

f x x
e 

 

 
     

  . 

0xستقيم ذو المعادلةالتفسير البياني : الم       ( حامل محور التراتيب )مقارب للمنحنى fC  . 

 : fر الدالة يّ غإتجاه ت ةسادر (2

غير معدوم :   xجل كل عدد حقيقيو  من أ  *قابلة للإشتقاق على  fالدالة       
   

2 2
1 1

1 1

x x

x x

e e
f x

e e


    

 
 

)غير معدوم ،  xمن أجل كل عدد حقيقي و منه :        ) 0f x   و بالتالي الدالةf كل من تماما على زايدةمت 

ينالمجال       0; و ;0 .  

 : fالدالة راتجدول تغيّ       

 

 

 

 

 

 

 لدينا : -أ (3 
1

lim lim 0
1xx x

f x x
e 

 
        

و منه المستقيم ذو المعادلةy xمقارب للمنحنى fC عند. 

 و لدينا :              
1

lim 1 lim 1 0
1xx x

f x x
e 

 
          

و منه المستقيم  1ذو المعادلةy x مقارب مائل 

للمنحنى            fC عند . 

دراسة وضعية المنحنى -بـ         fCبالنسبة إلى المستقيم   : 

لدينا :          
1 1

1 1x x
f x y

e e
   

 
1و منه إشارة الفرق من إشارة  xe  . 

 

 

 

 

 

 

 دراسة وضعية المنحنى fCبالنسبة إلى المستقيم   : 

لدينا :  
1

1
1 1

x

x x

e
f x y

e e
    

 
1و منه إشارة الفرق من إشارة  xe  . 

 

 

 

 

 

 

 

أن النقطة إثبات (4
1

0;
2


 
 
 

هي مركز تناظر للمنحنى fC : 

                         0                        x 
   f x 

 
 

 

 

 
 

 

 

 f x 

 

                        0                    x 
    f x y 

 

( )fCتحت( ) 

 

 

( )fCفوق( ) 

 

 

 الوضع النسبي

 

                        0                    x 
    f x y 

 

( )fCتحت( ) 

 

 

( )fCفوق( ) 

 

 

 الوضع النسبي
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x*لدينا : من أجل كل         ،*x    و   
1 1 1 1

1 2
1 1 1 1 2

x

x x x x

e
f x f x

e e e e
          

   
 

النقطةو منه       
1

0;
2


 
 
 

هي مركز تناظر للمنحنى fC . 

أن المعادلة  تبيان -أ (5  0f x  ين حلّ  تقبل و  : حيثln 2 1   1.4و 1.3    . 

 الدالةf مستمرة  و متزايدة تماما على المجال 0; و   ln2;1 0;  و
 

 

1 0,41

ln 2 0,31

f

f




 

أي   1 ln2 0f f   

و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة          0f x  تقبل في المجال 0;  وحيدا  حلا  حيث ،ln 2 1 . 

 الدالةf  مستمرة  و متزايدة تماما على المجال ;0 و   1,4; 1,3 ;0      و
 

 

1.3 0,07

1.4 0,07

f

f

 


  

 

أي         1,4 1,3 0f f     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x  تقبل في المجال ;0  حلا 

1.4، حيث  وحيدا        1.3   . 

دراسة وجود مماسات للمنحنى -ـ ب    fC توازي المستقيم  . 

 المعادلة : *لنحل في          1f x  . 

 لدينا :         1f x  تكافئ

 
2

1 1
1

x

x

e

e
 


افئتك 

 
2

0
1

x

x

e

e



0xeأي     بالتالي المعادلة ليس لها   وو هذا مستحيل 

حلول أي أنه لا توجد مماسات لـ    fC   توازي المستقيم . 

 الرسم :  -ـ ج  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  البيانية : ةناقشالم  -د    

 لدينا :   1 xm e m  1تكافئ xm me  تكافئ
1

1x
m

e
 


تكافئ 

1

1x
m x x

e
  


 

تكافئ   f x x m  و منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى ، fC مع المستقيم ذي المعادلةy x m  . 

إذا كان       ;0m   . فإن للمعادلة حل واحد موجب 

 

2 3 4 5-1-2-3-4
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إذا كان      0;1m  . فإن المعادلة ليس لها حلول 

إذا كان     1;m   . فإن للمعادلة حل واحد سالب 

 ﴾2011 باك﴾﴿3﴿لتمرينحل مقترح ل

بـِ : فة علىالمعرّ  fنعتبر الدالة العددية   1xf x e e x   . 

 النهايات : باأ ـ حس (1

       lim lim 1x

x x
f x e e x

 
      و      

1
lim lim 1 lim

x
x

x x x

e
f x e e x x e

x x  

  
         

  

. 

 حسابـ  ـب             f x  : 

x        :من أجل كل عدد حقيقي و   قابلة للإشتقاق على  fالدالة          xf x e e   

         0f x  0تكافئxe e   تكافئ
xe e   1 تكافئx  . 

من أجل        ;1x   يكون ،
xe e أي ( ) 0f x  و بالتالي الدالةf على المجال متناقصة ;1 . 

من أجل        1;x   يكون ،
xe e أي ( ) 0f x  و بالتالي الدالةf  على المجالمتزايدة  1; . 

 : f رات الدالةـ جدول تغيّ   جـ  

 

 

 

 

 

 

 لدينا : -أ  (2     lim 1 lim 1 1 lim 0x x

x x x
f x e x e e x e x e

  
               . 

 المستقيم و منه             1المعادلة  وذy e x   ىمقارب مائل للمنحن  fC عند. 

 المماسمعادلة  ةباـ كت ـب        T  للمنحني fC  0عند النقطة ذات الفاصلة : 

 لدينا :                  : 0 0 0T y f x f      و  منه   : 1T y e x  . 

أنّ المعادلة  تبيانـ   جـ        0f x   تقبل في المجال 1,75;1,76  حلا وحيدا.  

ايدة تماما على المجالمستمرة  و متز fالدالة              1; و   1,75;1,76 1;    و
 

 

1.75 0,002

1.76 0,02

f

f

 




 

أي             1,75 1,76 0f f    و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x   تقبل حلا وحيدا 

1.75حيث            1.76  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                       1                        x 

          0             f x 

                                                
 
 
 

 1 

 

 f x 
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 الرسم : د ـ         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

، المساحة بدلالة حساب ،أ ـ  (3 A  للحيزّ المستوي المحدّد بالمنحني fC المستقيمين اللذّين  واصل و، حامل محور الف 

0x معادلتيهما:                       و  x   . 

      2 2

00 0

1 1
1 1

2 2

x xA f x dx e e x dx e ex x e e
   

               
   

 
 

   

ت أنّ : اثبإـ  ـب           21

2
A e e ua

 
   
 

        

 لدينا :                0f  1نه و م 0e e    1أيe e     : و بالتالي 

   2 2 21 1 1
1 1 1

2 2 2
A e e e e e e ua

 
              

 

         

(ua هي وحدة المساحات)   

 ﴾2012 باك﴾﴿4﴿لتمرينحل مقترح ل
  

 (I g  ّبـِ : فة علىالدالة العددية المعر  1 xg x xe . 

حساب النهايات :   (1   lim lim 1 1x

x x
g x xe

 
    و    lim lim 1 x

x x
g x xe

 
   . 

 : g ر الدالةتغيّ دراسة إتجاه  (2

x  :   من أجل كل عدد حقيقي  و علىقابلة للإشتقاق  gالدالة          1 1x x xg x e x e x e         

0xe بما أن       فإن إشارة g x من إشارة 1x   ، و منه : 

 

 

 

ة على المجالمتناقص gو بالتالي الدالة    1;  متزايدة على المجال و ; 1  . 

 : gالدالة راتجدول تغيّ   

 

 

 

 

 

 

أنّ المعادلة تبيان ـ أ (3  0g x  تقبل في حلا وحيدا ،  المجال على 1;  : 

 

2 3-1-2-3-4
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1

                    1                     x 

           0               g x 

 

                       1                       x 

           0               g x 

11 e  
 
 
 

                                                     1 

 

 g x 

 

 fC  

 T  
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تماما على المجال  ناقصةمستمرة  و مت fالدالة            1;     و
 

 

11 1

lim
x

g e

g x





   


 

 منه حسب مبرهنة القيم المتوسطةو 

المعادلة             0g x   تقبل حلا وحيدا المجال  في 1;  . 

0.5تحقق أنّ ال ـ  ـب        0.6 : 

 لدينا :                0,5;0,6 1;     و
 

 

0.5 0,18

0.6 0,09

g

g




 

0.5و منه  0.6  . 

إشارة              g x ىعل: 

 

 
 

 (II  الدالةنعتبرf  المجال المعرفة على ;2  كما يلي :   1 1xf x x e x    .  

1)    lim lim 1 1 lim 1x x x

x x x
f x x e x xe e x

  
               . 

من  xأنه من أجل كل عدد حقيقي تبيان (2 ;2  : فإن   f x g x   . 

المجال على قابلة للإشتقاق   fالدالة        ;2  و  من أجل كل عدد حقيقيx المجال  من ;2  :   

       1 1 1 1 1 1x x x x x x xf x e x e e xe e xe xe g x                 

ةإشار        f x  المجال على ;2  : 

 

 

 :fالدالة ات تغيرّ جدول    

 

 

 

 

 

 

تبيان أن :  (3 
2 1

f
 

  
 





  .  

لدينا :           1 1f e      و لدينا من جهة ،  0g   1يكافئ 0e  يكافئ
1

e 


 . 

 و منه        
    2 21 1 1

1f
     

    
    

 
  

 أي :     
2 1

f





 
  

 
 . 

للعدد  إيجاد حصر     f   : 

    0,5 0,6    يكافئ
2

1 1 1

0,6 0,5

1,25 1 1,36


 


   





 يكافئ  
21,25 1 1,36

0,6 0,5


 



 

  يكافئ     
21,36 1 1,25

0,5 0,6

 
     

 




أي :    2,72 2,08f    . 

لدينا :  ـ أ (4       lim 1 lim 1 lim 0x x x

x x x
f x x x e xe e

  
             

المستقيم و منه              1معادلة ذا الy x    مقارب مائل للمنحنىمستقيم هو fCعند  . 

وضعية ة سادر ـ بـ               fCبالنسبية إلى  : 

 لدينا :                        1 xf x y x e   1و منه إشارة الفرق من إشارةx  على المجال ;2 . 

 

                                                x 

             0               g x 

 

2                                                   x 

            0               f x 

 

2                                                   x 

             0                 f x 

 
2 3e                                              

 
 

 f  

 

 f x 
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أنّ المعادلة  تبيان ـأ  (5  0f x   تقبل حليّن
1x  و

2x  حيث
11.6 1.5x     و

21.5 1.6x   . 

 الدالةf تماما على المجال ناقصة مستمرة  و مت ;  و   1,6; 1,5 ;     و
 

 

1.5 0,05

1.6 0,07

f

f

  


 

   

أي              1,6 1,5 0f f    1يوجد عدد حقيقي المتوسطة  مبرهنة القيم و منه حسبx حيث
11.6 1.5x     

 و يحقق            1 0f x  .   

 الدالةf تماما على المجال زايدة مستمرة  و مت ;2 و   1,5;1,6 ;2    و
 

 

1.5 0,26

1.6 0,37

f

f

 




 

حيث 2x يوجد عدد حقيقي و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  أي            
21.5 1.6x   

 و يحقق           2 0f x  .   

 الرسم :  ـ بـ        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

كما يلي : المعرفة على  الدالة h لتكن (6    xh x ax b e  . 

أصلية للدالة  دالة hبحيث تكون  bو aالعددين الحقيقين  تعيين أ ـ
xx xe على  . 

x ،   و من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  hالدالة                x x xh x ae ax b e ax a b e        . 

أصلية للدالة hالدالة          
xx xe : يعني   xh x xe  : 1، و منه بالمطابقة نجدa  1وb    أي .

   1 xh x x e . 

 :على  gج دالة أصلية للدالةاستنتإ ـ  بـ        

 لدينا :                1 xg x xe  و منه  دالة أصلية للدالةg  : من الشكل   1 xG x x x e  . 

 

 ﴾2013 باك﴾﴿5﴿لتمرينحل مقترح ل

(I  f لى الدالة المعرّفة ع ;1  ِبـ   :   
1

1

1
x

x
f x e

x
 


  . 

   1,5 1,6 0f f 

2                                     1                                   x 

              0                   f x y 

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                                 

( )fCتحت( )  

                                                                                             

 

 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( ) 

;1)في النقطة 2)A  

 

2-1-2-3-4-5

2
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1

( )fC
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 النهايات : باحس (1

        
1

1lim lim 2
1

x

x x

x
f x e

x


 

 
   

 
، لأن :     

1

1

lim 1
1

lim 1

x

x

x

x

x

e







  
 

 


   
 

 

1yالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :         مقارب أفقي للمنحنى C. 

        
1

1

1 1

lim lim
1

x

x x

x
f x e

x 



 

 
    

 
لأن :   ،  

1

1

1

1

lim
1

lim 0

x

x

x

x

x

e











  
  

 


   
 

 

1xالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :        مقارب عمودي للمنحنى C. 

ب احس (2 'f x :  

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة      ;1  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;1  : 

 
 

     

1 1

1 1
2 2 2

1 1 1 1 1
1

1 1 1

x x
x x

f x e e
x x x

 
        

              

 

بما أن   0f x   من أجل كل ;1x    الدالة ، فإنf متناقصة تماما على المجال ;1 . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ 

 

 

 

 

 

 

 

أنّ المعادلة  تبيان (3  0f x  المجال تقبل في  ;1  حلا وحيدا . 

تماما على المجال  ناقصة مستمرة  و مت fالدالة       ;1    و

 

 
1

lim 2

lim

x

x

f x

f x








  



 و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

المعادلة          0f x  في المجال تقبل  ;1  حلا وحيدا. 

0,21 :جدول القيم حسب         0,22 . 

 
 

 الرسم : (4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1                                                 x 
  f x 

                                      
 
 

2 

 

 f x 

 

 

-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

 C  

 C   



# 5min Maths    /    / 2022                        4         78 

 

 

 

التي من أجلها يكون للمعادلة  mمجموعة قيم الأعداد الحقيقية  تعيين (5 f x m ن مختلفان في الإشارة.حلا 

حلول المعادلة f x m بيانيا هي فواصل نقط تقاطع المنحنى C  مع المستقيم ذي المعادلةy m  . 

 من أجل
1

;2m
e

 
 
 

المعادلة  f x m  ن في الإشارةيتلفمخ ينحلتقبل . 

(II  g الدالة المعرّفة على ;1  :ِبـ   2 1g x f x   . 

 : gتغيرّات الدالة  ةسادر (1

        lim lim 2 1 2
x x

g x f x
 

        و   
1 1

lim lim 2 1
x x

g x f x
 

 

    

قابلة للإشتقاق على المجال gةالدال     ;1  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;1  :    2 2 1g x f x   

من أجل كل بما أنه      ;1x    ،   2 1 ;1x    فإن 2 1 0f x    الدالة ، و بالتاليg متناقصة تماما على 

المجال      ;1 .  

 : gالدالة راتجدول تغيّ    

 

 

 

 

 

 

 

 

تحققّ أنّ ال -أ  (2
1

0
2

g
  

 
 

 : 

لدينا :         2 1g x f x   و منه 
1 1

2 1 0
2 2

g f f
      

       
    

 
 . 

أنّ :  تبيان       
1

' 2 '
2

g f



 

 
 

. 

 لدينا :        2 2 1g x f x     و منه 
1 1

' 2 2 1 2 '
2 2

g f f
      

      
    

 
. 

 

 

ج معادلةاستنتإ  -ـ ب Tدالة المماس لمنحنى الg في النقطة ذات الفاصلة
1

2

 
. 

 لدينا :      
1 1 1

:
2 2 2

T y g x g
         

        
      

  
و منه     

1
: 2

2
T y f x

 
  

 


 . 

تحققّ من أنّ : ال -ـ ج
   

3 3

2 1

1 1
y x



 


 

 
، معادلة للمستقيم  T. 

 ينا :لد     
 

1

1
2

1
1

1
f e 

 
    

  




، لكن   0f   و هذا يعني

1

1

1
e   







و منه    

 
3

1

1
f  





 

 إذن :     
 

3

2 1
:

21
T y x

 
  

 




   أي     

   
3 3

2 1
:

1 1
T y x


 

 



 
. 

 

 

 

1                                                  x 
  g x 

                                     2 
 
 

 

 

 g x 
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 ﴾2015 باك﴾﴿6﴿لتمرينحل مقترح ل

(I  g2بـ : الدالة العددية المعرّفة على 2( ) 1 2 xg x x e   . 

  :علىgر الدالةتجاه تغيّ اسة إدر (1

x ،     و من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على gالدالة 2 2 2 2( ) 2 2 2 1 2x xg x e e        . 

)  ، xلدينا : من أجل كل عدد حقيقي ) 0g x   و بالتالي الدالةg متناقصة تماما على . 

)أنّ المعادلة تبيان  (2 ) 0g x   تقبل حلا وحيدا في: 

   و   متناقصة  تماما علىمستمرة  و  gالدالة

 

 
2 2

lim

1 2
lim ( ) lim 2 2

2 2 2 2

x

x

x x

g x

x e
g x x

x x





 

 

  

      
  

 

المعادلة  ب مبرهنة القيم المتوسطة و منه حس  0g x   حلا وحيدا تقبل في. 

0,36:  تحققّ أنّ ال 0,37 . 

لدينا : 
 

 

0.36 0,002

0.37 0,02

g

g




 

 أي :    0.36 0.37 0g g  0,36و منه 0,37  . 

)إشارة  (3 )g x على: 

 
 

(II f2: ـ  بالدالة العددية المعرفة على 2( ) 1xf x xe x  . 

2: من xأنهّ من أجل كل  تبيان -أ (1 2'( ) ( )xf x e g x . 

 : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة    

        2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 1 1 2 1 2
xx x x x x xf x e xe e x e e x e e g x

                    

إشارة -بـ      f x من إشارة g x : 

 

 

 المجال متناقصة على fأنّ الدالة  نستنتج      ;    و متزايدة على ; . 

 النهايات : باحس (2

    2 2lim ( ) lim 1x

x x
f x xe x

 
       : لأن  ، 2 2 2 21

lim lim 2 0
2

x x

x x
xe e xe

 

 
   

 
 

   2 2 2 2 1
lim ( ) lim 1 lim 1x x

x x x
f x xe x x e

x

 

  

 
        

 
. 

 

 
 :fرات الدالةجدول تغيّ 

 

 

 

 

 

3)    2 2 2 21
lim ( ) 1 lim lim 2 0

2

x x

x x x
f x x xe e xe

  

 
      

 
  

)المستقيمالتفسير الهندسي :     ) 1الذي معادلتهy x  مقارب مائل للمنحنى( )fC عند . 

)وضعية ة سادر (4 )fCبالنسبة إلى المستقيم( ): 

 

 

                                              x 

              0                 g x 

 

                                                x 

           0                          f x 

                                                    
 
 

    f  

 

 f x 

 

                                            x 

             0                 f x 
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لدينا :        2 21 xf x x xe      و منه إشارة الفرق من إشارةx . 

 

 

 

 

 

 

 الرسم : (5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : xعدد حقيقي  من أجل كل: تحقق ال  -أ (6

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ( ) '( ) "( ) 2 2 2 2 1 4 4 1 2 3x x x x xf x f x f x xe x e xe x e x e                 

 . علىfج دالة أصلية للدالةاستنتإ -ـ ب

xلدينا : من أجل كل      ،2 22 ( ) '( ) "( ) 1 2 3 xf x f x f x x e      . 

و منه  
2 21 1 1 3

( ) '( ) "( )
2 2 2 2

xf x f x f x x e       . 

2 من الشكل :علىfدالة أصلية للدالةو بالتالي    2 21 3
( ) ( ) ( )

2 2

xF x f x f x x x e c        
 

 

2 أي :  2 21 1 1
( ) 1

2 2 2

xF x x e x x c 
      

 
 .   

 ﴾- الدورة الأولى – 2016 باك﴾﴿7﴿لتمرينحل مقترح ل

(I  g  ّبـِ : فة علىالدالة العددية المعر   21 1     xg x x x e. 

 حساب النهايات : (1

   2lim lim 1 1 x

x x
g x x x e 

 

      
 

    و      2lim lim 1 1 1x

x x
g x x x e 

 

     
 

 . 

 : g ر الدالةتغيّ دراسة  اتجاه  (2

                              0                                 x 

                 0                      f x y 

                                                                          

( )fCفوق( )                                    ( )fCتحت( ) 

                                                                                                                          

 

 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( ) 

  A(1;0)في النقطة

 

-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 1

1

( )fC  
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 : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على gالدالة    

          2 22 1 1 2 2 1x x x xg x x e x x e x x e x x e                

إشارة      g x من إشارة  2 1x x  : 

 

 

متزايدة على المجالgالدالة     1;2  و متناقصة على كل من  المجالين 2;  و ; 1 . 

 : gالدالة راتجدول تغيّ     

 

 

 

 

 

 

لمعادلةلأنّ  تبيان ـ أ (3  0g x أحدهما معدوم  و الآخر  حليّن في ، : 1.52 حيث 1.51   . 

 لدينا :             2 00 1 0 0 1 1 1 0g e       

المجال تماما على ناقصة مستمرة  و مت gالدالة      ; 1  و    1,52; 1,51 ; 1        و
 

 

1,52 0,041

1,51 0,040

g

g

 


  

 

أي          1,52 1,51 0g g     المعادلة و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة( ) 0g x  في المجال تقبل ; 1    حلا 

1.52: حيث وحيدا       1.51   . 

إشارة  ـ ـب           g x : 

4)  

 

 

 (II  الدالةنعتبر f  كما يلي المعرفة على :   2 3 2      xf x x x x e.  

 حساب النهايات : -أ (1

      2lim lim 3 2 x

x x
f x x x x e 

 

       
 

و     2lim lim 3 2 x

x x
f x x x x e 

 

       
 

  

 : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة  -بـ        

         2 21 2 3 3 2 1 1x x xf x x e x x e x x e g x                 . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ  -جـ       

 

 

 

 

 

 

 -د   
   

   
0

lim 0
h

f h f
f g

h

 
   

 
  . 

التفسير الهندسي : المنحنى          fC يقبل مماسا عند النقطة ذات الفاصلة . (يوازي لحامل محور الفواصل ) معامل توجيهه معدوم. 

  ـ أ (2     2lim lim 3 2 0x

x x
f x x x x e 

 
       قيمو منه  المست المعادلة  و ذ y x مقارب مائل 

للمنحنى        fCعند   . 

المنحنى وضعية ة سادر ـ بـ          fC للمستقيم بالنسبية  : 

 

 

 

                   2                  1                    x 

            0              0                g x 

 

                      2                       1                     x 

               0                  0                 g x 

                        
21 5e                                               

 
 

 1                                                 1 e                                                

 

 g x 

 

                     0                                       x 

           0            0              g x 

 

                      0                                       x 

              0             0              f x 

                             2                                                               
 
 

                                         f                                        

 

 f x 
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لدينا :                        2 3 2 1 2x xf x x x x e x x e           و منه إشارة الفرق من إشارة 

 

 

  1 2x x  . 

 

 

 

 

 

 
 

تبيان أن المنحنى -جـ            fC : يقبل نقطتي إنعطاف 

fالدالةلدينا :            و من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق علىx ،      2 1 xf x g x x x e       . 

إشارة         f x : 

 
 

 

المنحنى و منه      fC  : يقبل نقطتي إنعطاف هما 1;1A  و 22; 2 12C e   . 

 

 

 الرسم : -د   

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المناقشة البيانية : -هـ    

المعادلة    2 3 2 0    xm x e x x تكافئ f x m   . 

حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى fC يم ذو المعادلةمع المستقy m  . 

  لما  ;m f      يكون ;m f      .  و  المعادلة تقبل حلا وحيدا موجبا 

لما   m f     و الآخر سالب . المعادلة تقبل حليّن أحدهما موجب 

  لما  2;m f      يكون ;2m f     . و  المعادلة تقبل ثلاثة حلول ، إثنان سالبان و الآخر موجب 

2mلما     . المعادلة تقبل حليّن أحدهما سالب و الآخر معدوم 

                          1                          2                        x 

           0                       0               f x y 

                                                                                                 

 fCفوق                               fCتحت                            

 fCفوق  

                             fCيقطع                             fCيقطع  

في النقطة                   1;1A               في النقطة 2;2B  

 

 الوضع 

 النسبي

 

                   2                    1                    x 

              0                0                f x 

 

 

2 3 4 5-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

 fC 
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 (III h وHكما يلي : الدالتان المعرّفتان على     2 2 3 xh x x f x x x e      و   2    xH x ax bx c e . 

 :على hةأصلية للدال دالةHالدالة بحيث تكون cو   a ،b عداد الحقيقيةالأ تعيين (1

      Hأصلية للدالة دالةh يعني : من أجل كل عدد حقيقيعلىx ،   H x h x  . 

 ، xو من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  Hدالةلا       

        2 22 2x x xH x ax b e ax bx c e ax a b x b c e               

1aو منه بالمطابقة نجد :          ،5b     7وc    أي   2 5 7 xH x x x e     . 

 حساب  التكامل : -أ  (2   
0



  A h x dx ، حيث   

 . 

           
0

2

0
5 7 7A h x dx H x e


             

 التفسير الهندسي :      

    A  المنحنىبمساحة الحيزّ المستوي المحدّد يمثل fCالمستقيم ،   المعادلة ذاy x   المستقيمين اللذين و 

0x  معادلتيهما         وx حيث 

.    

 -بـ        2lim lim 5 7 7 7A e 

 
   

 

      
 

 .       

 

 ﴾- الدورة الثانية – 2016 باك﴾﴿8﴿لتمرينحل مقترح ل

(I  g ّ2: ـ بفة علىالدالة العددية المعر( ) 2 xg x e x x  . 

) ،  xو  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  gالدالة  -أ (1 ) 2 2 1xg x e x    

gر الدالة تجاه تغيّ إ ةسادر     : 

gالدالة      و  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاقx  ،  ( ) 2 2 2 1x xg x e e     

إشارة   g x : 

 

 

gالدالة      متناقصة على المجال ;0 و متزايدة على المجال 0; . 

، من xكل  أجل من، أنه  تبيان -بـ   0g x  

gالدالة        هي تقبل قيمة حدّية صغرى على 0 1g    كل  أجل منو منهx من ،  0g x  

 -جـ  2lim ( ) lim 2 x

x x
g x e x x

 
         و    

2

2 2

2 1
lim ( ) lim 1

x

x x

e
g x x

x x 

 
     

 
 

 :gالدالة ات تغيرّ جدول    

 

 

 

 

 
)أنّ المعادلة تبيان (2 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا 1,38: حيث 1,37   . 

و    تماما على  زايدة مستمرة  و مت gالدالة 
 

 

1,38 0,02

1,37 0,001

g

g

  


 

أي    1,38 1,37 0g g    و منه حسب

)المعادلة المتوسطة  مبرهنة القيم  ) 0g x  اتقبل حلا وحيد 1,38: حيث 1,37   . 

)إشارة  (3 )g x : 

 

 

(II f
 

: ـ  بالدالة العددية المعرفة على
2

( )
x

x

x e
f x

e x



. 

                    0                      x 

         0             g x 

 

                                                 x 

  g x 

                                                                         
 
 

                                                                                        

 

 g x 

 

                                          x 

            0               g x 
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 حساب النهايات : -أ (1

   
2

lim lim 0
x

xx x

x e
f x

e x 

 
  

 
 ، لأن : 

 

 

2lim 0

lim

x

x

x

x

x e

e x





 



  

 

    
2 2

lim lim lim
1

x

x xx x x

x e x
f x

e x xe   

   
      

    
 . 

 :xحقيقيو  من أجل كل عدد  علىقابلة للإشتقاق  fالدالة -بـ 

     
    

 

    

   

2 2

2 2 2

2 12 1 ( )
( )

x x xx x x x x x

x x x

xe x e x x exe x e e x e x e xe g x
f x

e x e x e x

            
  

 

 :على f ر الدالةتغيّ  اتجاه دراسة -جـ 

إشارة         f x من إشارة . ( )x g x  : 

 

 
 

متناقصة على المجالfالدالة        ;0  من  المجالين و متزايدة على كل 0;  و ; . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ       

 

 

 

 

 

 

تبيان أن : -أ (2  2 2
2 2

1
   


  


f 

) لدينا : ) 0g   أي
2

2
e


  

و منه    
 

2
2

2 22 3 2

2 2

2
( )

1

2

e
f

e

 
       
  







 


    


    


  

 أي :  2 2
2 2

1
   


  


f . 

 ستنتاج حصر  للعددإ f  . 

1,38لدينا :  1,37     يكافئ
   

2 22

0,76 2 2 0,74

1,37 1,38

2,38 1 2,37

2 2 2

2,37 1 2,38

    

   


    

   
 









و منه   0,27 0,32f . 

 -بـ 
2 3

2 2

3 2

1
lim ( ) lim lim lim 0

1

x

xx xx x x x

x e x
f x x x

ee x e x

x x

   

 
    

                  
 

  

المنحنى :التفسير البياني      fC  "2)و المنحنى الممثل للدالة "مربعx x) متقاربان عند  . 

 

 

 

 

 

 

                   0                                     x 

           0            0             
 f x

 
 

                      0                                        x 

             0               0              g x 

                                          f                    

 
 

                             0                                                                            

 

 g x 
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 الرسم : -جـ 
 

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ﴾- الدورة العادية – 2017 باك﴾﴿9﴿لتمرينحل مقترح ل

 (I  الدالة العدديةنعتبرf ّـ ب  فة علىالمعر :  2 12   xf x x e . 

تبيان أن (1 lim 2
x

f x


 . 

         2 1lim lim 2 2x

x x
f x x e 

 
   : لأن  2 1 2lim lim 0x x

x x
x e e x e 

 
  . 

2yالتفسير الهندسي : المستقيم ذو المعادلة         مقارب أفقي للمنحنى fC عند . 

    2 1lim lim 2 x

x x
f x x e 

 
   .  

 ،  x عدد حقيقي كل أجل و  من الدالة قابلة للإشتقاق على -أ (2

     1 2 1 2 1 12 2 2x x x xf x xe x e x x e x x e           

 : fر الدالةتغيّ اتجاه  ةسارد -بـ 

إشارة              f x من إشارة 2x x  : 

 

 
 

متناقصة على المجالfالدالة               0;2 ين و متزايدة على كل من  المجال 2;  و ;0. 

 : fالدالة راتجدول تغيّ                

 

 

 

 

 

 

 

 

معادلة لـ ةباكت (3 T  المماس للمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة : 

 نا :لدي              : 1 1 1T y f x f   و منه   : 2T y x   . 

 (II h
 

بـ  : الدالة العددية المعرفة على
1( ) 1 xh x xe  . 

، منxكل أجل تبيان أنه من (1  0h x  : 

x  ، و  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  hالدالة         1 1 1( ) 1x x xh x e xe x e        

                 2              0                     x 

        0           0             f x 

 

                      2                  0                      x 

             0               0             f x 

2                                              2                      
 
 

                       
12 4e                                                                        

 

 f x 

 

 

2-1-2-3-4

2

3
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1
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إشارة         h x : 

 

 

متناقصة على المجالhلةالدا          ;1 و متزايدة على المجال 1; . 

هي تقبل قيمة حدّية صغرى على hالدالة          1 0h   كل  أجل منو منهx من ،  0h x  

 دراسة الوضع النسبي للمنحنى fC  و المماس T: 

لدينا :            2 1 12 2 1x xf x y x e x x x e xh x         . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
)المعادلة أنّ  تبيان (2 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  0,7حيث 0,6   . 

المجال تماما على زايدة مستمرة  و مت fالدالة        ;0 و    0,7; 0,6 ;0       و
 

 

0,7 0,7

0,6 0,2

f

f

  


 

 

أي           0,7 0,6 0f f      المعادلة و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة( ) 0f x  حلا وحيدا  تقبل  

0,7حيث        0,6   . 

 الرسم : (3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4) F
 

بـ  : عرفة علىالدالة الم 2 1( ) 2 2 2 xF x x x x e    . 

 : على fدالة أصلية للدالةFتحقق أنال -
 : xو  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  Fالدالة   

     1 2 1 2 1( ) 2 2 2 2 2 2x x xF x x e x x e x e f x            

ىلحيزّ المستوي المحدّد بالمنحنا مساحة حساب  - fC 0 المستقيمين اللذّين معادلتيهما:   و ، حامل محور الفواصلx    و  

1x  . 

                      1                          x 

           0                 h x 

 

                          1                            0                           x 

          0                        0              f x y 

                                                                                                 

 fCفوق T                   fCفوق T                fCتحت T 

 

                   fCيقطع T                    fCيقطع T 

                                                                                 

 

 الوضع 

 النسبي
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         
1

1

0
0

1 0 7 2 .S f x dx F x F F e u a        

 ﴾- الدورة الإستثنائية – 2017 باك﴾﴿10﴿لتمرينحل مقترح ل

 (I   الدالةنعتبرg  ّـ ب  فة علىالمعر :  2 xg x x e e. 

   11 0g e e   . 

 إشارة  g x: 

 
 

 إشارة  g x: 

 

 

 

(II 
 

المعرفة على fنعتبر الدالة
)بـ  :   ) 2  x e

f x e
x

 . 

 حساب النهايات : (1

 lim lim 2x

x x

e
f x e

x



 

 
     

 
           ،      lim lim 2 2x

x x

e
f x e

x



 

 
     

 
 

 
0 0

li l 2m im
x

x

x

e
f x e

x 

 

 
     

 
    ،         

0 0

li l 2m im
x

x

x

e
f x e

x 

 

 
     

 
   

 لدينا : (2 lim lim 0
x x

e
f x y

x 

 
       

 
و منه fC و المنحنى  2ذي المعادلة xy e  عندمتقاربان . 

راسة وضعية المنحنىد fC  بالنسبة لـ : 

 لدينا : 
e

f x y
x

   و منه إشارة الفرق من إشارةx: 

 

 

 

 

 

 

 ،منxكل أجل تبيان أنه من  (3 
 

2

 
 

g x
f x

x
: 

 غير معدوم : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة

   
22

2 2 2 2
( )

xx
x

x e e g xe x e e
f x e

x x x x




    
       

 الدالة : fإتجاه تغيرّ

)إشارة )f x من إشارة g x  : 

 

 

 

متزايدة على كل من المجالين fو منه  الدالة 1;0 و 0; متناقصة على المجال ; 1  . 

 

 

 

 

 

 

 

                                 0                                x 
    f x y 

 

( )fCتحت  

 

 

( )fCفوق  

 

 

 الوضع النسبي

 

                0                 1                     x 

         0                         f x 

 

                      1                          x 

           0                 g x 

 
                      1                         x 

           0                 g x 
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 : fجدول تغيرّات الدالة

 

 

 

 
 

 
 

شرح كيفية إنشاء المنحنى (4 إنطلاقا من منحنى الدالةxx e: 

 لدينا :   2المنحنى ذي المعادلة xy e 

و منه  هو صورة منحنى الدالة
xx e 

بالإنسحاب الذي شعاعه 0; 2v  علما أن ،   الدالة منحنىهو نظير

xx e  . بالنسبة لحامل محور التراتيب 

 

 الرسم :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5)  nو  عدد طبيعي A nينلحيزّ المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحة( )fC و( )  المستقيمين اللذّين معادلتيهما:و 

  nx e  و    
1  nx e  . 

    1

1 1 1

1
2 ln

n n ne e e nex
ne

n n ne e e

e
A n f x e dx dx e dx e x e

x x

  



    

   
                  

   
   

l : حساب العدد الحقيقي      0 1 .... 2016 2017l A A A e    . 

 ﴾ 2018 باك﴾﴿11﴿لتمرينحل مقترح ل

 (I   gكما يلي :  فة علىلدالة العددية المعرّ ا ( ) 2 1 xg x x e         

                       0                    1                          x 

          0                         g x 

                                      
 
 
 

                         

                                          

 

 

  2 2e                           

 

 g x 

 

 

2 3 4 5 6 7 8-1-2

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

  

( )fC 
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 النهايات :ب احس(1

    lim ( ) lim 2 1 x

x x
g x x e 

 
          : لأن  ، lim 1

x
x


     وlim x

x
e 


 . 

      lim ( ) lim 2 1 lim 2 2x x x

x x x
g x x e xe e  

  
            : لأن  ،lim 0x

x
xe 


   وlim 0x

x
e 


. 

 : gلةر الداتغيّ تجاه إ ة سادر (2

x   : من أجل كل عدد حقيقي و   قابلة للإشتقاق على gالدالة      ( ) 1 2x x xg x e e x x e         . 

x :  0xeلدينا :من أجل كل عدد حقيقي         و بالتالي إشارة ( )g x 2 من إشارة x . 

 

 
 

 

 

متناقصة على المجال gالدالة 2; و متزايدة على المجال ;2 . 

 :gالدالة ات تغيرّ جدول 

 

 

 

 

 

أنّ المعادلة تبيان -أ  (3  0g x  تقبل في حلا وحيدا  0.38 حيث 0.37    . 

مستمرة  و متزايدة تماما على المجال  gالدالة    ;2 و   0,38; 0,37 ;2    و
 

 

0.38 0,017

0.37 0,016

g

g

  


 

 

أي       0,38 0,37 0g g     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0g x   تقبل حلا وحيدا 

0.38حيث      0.37    . 

) إشارة  -ـ ب     )g x: 

 

 

II) f كما يلي  : المعرّفة علىالدالة ( ) 2 1 xf x x xe     

 النهايات :ب احس -أ(1

            lim ( ) lim 2 1 x

x x
f x x xe 

 
          : لأن  ،lim 0x

x
xe 


  . 

           
1

lim ( ) lim 2 1 lim 2x x

x x x
f x x xe x e

x

 

  

  
         

  
    . 

  -بـ             lim ( ) 2 1 lim 0x

x x
f x x xe 

 
        

2التفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة              1y x  مقارب مائل للمنحنى fC عند . 

الوضع النسبي للمنحنىدراسة  -جـ     fC و المستقيم   : بحيث  : 2 1y x  . 

لدينا :              ( ) ( ) 2 1 xf x y f x x xe       و منه إشارة الفرق من إشارةx . 

 

 

 

 

 

 

يكون :  xد حقيقين أنه من أجل كل عدتبيا (2   f x g x   ، 

 :   xمن أجل كل عدد حقيقي و   قابلة للإشتقاق على fالدالة          

        ( ) 2 1 2 1x x xf x e e x x e g x              . 

 : fر الدالةإتجاه تغيّ  -

                        2                       x 

          0            g x 

 

                        2                         x 

          0            g x 

22 e  

 
 

2                                                       

 

 g x 

 

                                0                                 x 

         0            f x y 

                                                                                

( )fCتحت( )                                                          

( )fCفوق( )                                                                                               

 

الوضع 

 النسبي

 

( )fCيقطع( ) 

 A(1;0)في النقطة

                                             x 

           0            g x 
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)إشارة         )f x  من إشارة( )g xنستنتج أن :    ، و منه 

متناقصة على المجال fالدالة        ;   متزايدة على المجالو  ; . 

 

 : fالدالة راتجدول تغيّ        

 

 

 

 

 

 

 

كتابة معادلة للمماس (3 Tللمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة . 

لدينا :             1 1 1y f x f      و  منه
1

2 1y x
e

    هي معادلة لـ T. 

 الرسم : (4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المناقشة البيانية : (5

    1 xx m e  تكافئ 1xxe m    1تكافئxxe m   2تكافئ 1 2 1 1xx xe x m      

2أي         1 2xx xe x m     : أي  2f x x m                  .  مائلة مناقشة. 

ذا كانإ   
1

;1m
e

 
   
 

 فإن المعادلة لا تقبل حلول . 

إذا كان    
1

1m
e

  . المعادلة تقبل حل مضاعف 

إذا كان    
1

1 ;1m
e

 
  
 

 تقبل حلين موجبين تماما. المعادلةفإن 

1mإذا كان     فإن المعادلة تقبل حل واحد معدوم . 

إذا كان    1;m   فإن المعادلة تقبل حل واحد سالب تماما . 

                                                  x
 

           0               f x 

                                                     
 
 

 f 

 

 f x 

 

 

2 3-1-2

2

3

4

5

6

0 1

1

 fC  
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أصلية للدالة دالة تعيين  -أ(6
xx xe 

1xالتي تنعدم من أجل  وعلى  .     

xxالدالة           xe   هي الدالة 1و بالتالي فدالتها الأصلية التي تنعدم عند علىمستمرةF  بـِ على المعرفة 
1

x

tF x te dt 

. 

نضع             u t t    ،  tv t e      و منه  1u t     ،  tv t e   

 بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:    

        1 1 1 1

1
1 1

1 2

x x
x

t t x t x x xF x te e dt xe e e dt xe e e e x e e                                

صلية للدالةالأ دالةو منه ال  
xx xe 

1xو التي تنعدم من أجل على   : هي     11 2xF x x e e     . 

 

 

 ىلحيزّ المستوي المحدّد بالمنحنا مساحة Aالعدد باحس  ـ بـ        fC1ا: هتمعادلا تيال اتالمستقيمي وx    ،3x   و

2 1y x  

          
3 3

1 3

1 1

2 1 3 1 2 4 .xA x f x dx xe dx F F e e u a          
 

 ﴾ 1920 باك﴾﴿12﴿لتمرينحل مقترح ل

  xg x e ex                  و                21

2

xf x e ex  

 : gر الدالةإتجاه تغيّ  ةسادر -أ  (1

x   : و  من أجل كل عدد حقيقي للإشتقاق على قابلة  gالدالة    xg x e e   

من أجل     ;1x   يكون ،
xe e أي ( ) 0g x  و بالتالي الدالةg على المجال متناقصة ;1 . 

من أجل     1;x   يكون ،
xe e أي ( ) 0g x  و بالتالي الدالةg  على المجالمتزايدة  1; . 

إستنتاج إشارة -بـ  g x حسب قيمx  : 

بما أن     1 0g  الدالةوg  على المجالمتزايدة  1;على المجال صةو متناق ;1 قيمة حدّية صغرى للدالة 0فإنg 

. 

x    ، من أجل كل عدد حقيقيإذن :        0g x . 

 : fر الدالةإتجاه تغيّ  ة سادر (2

x   : و  من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة   xf x e ex g x    

)،    xمن أجل كل عدد حقيقي ) 0f x   بالتالي الدالة وf  علىمتزايدة . 

 حساب النهايات : (3

  2 2

2

1 1
lim lim lim

2 2

x
x

x x x

e
f x e ex x e

x  

   
        

    
 ن  :  ، لأ 

2

2

lim

lim

x

x

x

x

e

x





  

  

   
 

   

  21
lim lim

2

x

x x
f x e ex

 

 
    

 
 ، لأن  :   

2

lim 0

1
lim

2

x

x

x

e

ex





 

  

    
 

   

 : fالدالة راتجدول تغيّ        

 

 

 

 

 

 

دراسة الوضع النسبي للمنحنيين (4 fCو gC  على : 

                                                  x
 

             f x 

                                                     
 
 

 

 

 f x 
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x   : من أجل كل عدد حقيقي     2 21 1 1
1

2 2 2

x xf x g x e ex e ex ex ex ex x
 

           
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 الرسم : (5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مساحة الحيز المحدد بالمنحنيين حساب (6 fCو gC: 

     
22 2

2 3 2

00 0

1 1 1 8 2
2 .

2 6 2 6 3

e
A f x g x dx ex ex dx ex ex e e u a

   
                 

   
  

و منه 
22 8

4
3 3

e e
A cm   . 

7) hمجالالدالة المعرّفة على ال 2;2 : كما يلي   21

2

x
h x ex e  . 

من أجل كل    زوجية :hتبيان أن الدالة -أ  2;2x    ، 2;2x   و

     
2 21 1

2 2

x x
h x e x e ex e h x


       و منه الدالة.h. زوجية 

من أجل -بـ  0;2x  ،    2 21 1
0

2 2

x xh x f x ex e e ex       . 

استنتاج كيفية رسم       إنطلاقا من fC : 

من أجل      0;2x   ،   h x f x  و بالتالي نظير fC بالنسبة لحامل محور الفواصل على المجال 0;2 . 

و لرسم       على المجال 2;0 ن الدالةنستخدم كوh . زوجية 

 أنظر الشكل .الرسم :    

                             2                         0                            x
 

              0                     0                f x g x 

                                                                                                 

 fCتحت gC                       fCفوق gC                       fC

تحت gC 

                             fCيقطع gC                       fCيقطع gC 

في النقطة               22; 2B e e           في النقطة          

 

 الوضع 

 النسبي

 

(0;1)A

 

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

 fC  

 gC  

   
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 

.I  المنحني( )C في الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالةf

معرفة على  0 في المستوي المنسوب إلى معلم 

)متعامد و متجانس       ; , )O i j محور التراتيب و المستقيم ،

1yالذي معادلته    مقاربان للمنحني( )C. 

 عند أطراف مجموعة التعريف.f. اقرأ بيانيا نهايات الدالة 1     

)أ(    . حل بيانيا كل من :2      ) 1f x   )؛       ب( ) 1f x  

     .II   نقبل أن الدالةf  : معرفة على بـ( )
1

x

x

e x
f x

e





 

تحقق أن :  -. أ1      
1

( )
1

1

x

x

e

xf x

e







 

limنقبل أن  -ب       
x

x

e

x
   جد من جديد إذن ،

lim ( )
x

f x


 

إشارة  xادرس ، حسب قيم    -. أ2      1xe  

1حل المترجحة -ب        
1

x

x

e x

e





 

بين أن  -.أ3       lim ( ) 0
x

f x x


      ماذا تستنج ؟ -ب 

). ادرس وضعية المنحني 4      )C المستقيم الذي  بالنسبة إلى

yمعادلته  x  

 

 

 

 

 

 

 

f  دالة معرفة علىR  حيث
1

( )
1

x

x

e
f x x

e


 


)،   و    )C 

)تمثيلها البياني في معم متعامد و متجانس  ; , )O i j . 

 فردية . fبين أن الدالة  (1

limأحسب  (2 ( )
x

f x
    و استنتج ،

lim ( )
x

f x


 

3) 
. أثبت انه من اجل كل عدد حقيقي 1

x
 :

 

2
( ) 1

1x
f x x

e
  

   و

2
( ) 1

1

x

x

e
f x x

e
  

 

         
). إستنتج أن المستقيم 2 )  1الذي معادلتهy x   مقارب

)لـ  )C عند ثم ادرس وضعية ،( )C بالنسبة إلى( ). 

). إستنتج أن المستقيم 3           `)  1الذي معادلتهy x  

)مقارب لـ  )C عند ثم ادرس وضعية ،( )C بالنسبة إلى( `). 

 شكل جدول تغيراتها .، و fالدالة  ( أدرس تغيرات4     

)( أنش ئ 5      )  ،( `)  و( )C . في نفس المعلم 

 

و المعرفة على  xي الدالة العددية للمتغير الحقيق  g : 1الجزء 

كما يلي :        Rالمجموعة   1xg x e x   . 

lim. احسب  كلا من : 1 ( )
x

g x


limو     ( )
x

g x


 . 

 ثم شكل جدول تغيراتها . g. ادرس اتجاه تغير الدالة  2

)حدد إشارة   -. 3 )g x   .-   استنتج أنه ؛  من أجل كل عدد حقيقي

x   : 0؛ يكونxe x     . 

و المعرفة على  xالدالة العددية للمتغير الحقيقي    h : 2الجزء 

;0المجال     :كما يلي   (2 ) 1xh x x e  . 

lim. احسب  1 ( )
x

h x


 . 

 ثم أنجز جدول تغيراتها . h. ادرس اتجاه تغير الدالة  2

;0المجالبين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد من   -. 3     حيث

( ) 0h  .-  :1,84تحقق من أن 1,85       . 

)استنتج إشارة  -     )h x . 

5.  
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المعرفة على  و  xالدالة العددية للمتغيرالحقيقي  f  :3الجزء 

;0المجال       : كما يلي  
1x

x

e
f x

e x





. 

 C  هو التمثيل البياني للدالةf  في المستوى المنسوب إلى

معلم متعامد متجانس  ; ;O i j  ( .2i cm  ) 

lim. احسب  1 ( )
x

f x


 . فسر النتيجة هندسيا . 

;0من المجال   xبين أنه من أجل كل   -. 2     ؛   يكون

   :  2

( )
'

( )x

h x
f x

e x



  . 

 ثم شكل جدول تغيراتها .  fاستنتج اتجاه تغير الدالة   -    

بين أن :  -. 3
1

( )
1

f 





)استنتج حصرا لـ  -.  )f . 

;0من المجال   xبين أنه من أجل كل   -. 4      : ؛ يكون

 
(1 ). ( )

xx
x g x

f x
e x







 . 

استنتج وضعية المنحنى  -       C     بالنسبة إلى المستقيم

    الذيy x     . معادلة له 

. اكتب معادلة للمماس 5 T  للمنحنى C  عند النقطة  ذات

 .  0الفاصلة 

. أنش ئ المستقيم 6   و المنحنى C . 

 

f   الدالة العددية المعرفة على𝑅  : بالعبارة

( ) 1
2

xx
f x e  

 
 . 

( )C  التمثيل البياني للدالةf  في المستوي المنسوب إلى المعلم

 [ 2cm. ] وحدة الطول  المتعامد المتجانس 

 عند حدي مجال تعريفها . f. أ( احسب نهايتي  1

1limب( احسب     ( )
2x

x
f x



 
 

 
 . ماذا تستنتج ؟ . 

). أ( اكتب عبارة  2 )f x . دون رمز القيمة المطلقة 

ب( احسب كلا من :     
0

( ) (0)
lim

x

f x f

x


و      

0

( ) (0)
lim

x

f x f

x


 . 

 ماذا تستنتج ؟ . فسر النتيجة هندسيا .    

  ج( اكتب معادلة لكل من   
1

( )   ،
2

( )   نصفي المماسين

)للمنحنى  )C  0عند النقطة ذات الفاصلة . 

 . fد( ادرس تغيرات الدالة     

)( أ( بين أن 3 )C  يقطع حامل محور الفواصل في نقطة وحيدة

;2,3من المجال    فاصلتها   2,2    . 

ب( أنش ئ كلا من     
1

( )   ،
2

( )    و( )C  . 

؛ عدد و إشارة حلول   mقي ج(  ناقش حسب قيم الوسيط الحقي   

 مجهول حقيقي : xالمعادلة الآتية  حيث

   1 0x xme e  . 



.I لدالتان العدديتان  اg  وhمعرفتان على المجال ;0   :كما يلي

( ) 2 xg x e   و( ) ( 1)xh x x e . 

)حدد اشارة كل من )g x   و( )h xعلى المجال ;0. 

.II  الدالة العدديةf  لى المجال معرفة ع ;0  :ب

  21
( ) 3

2

xf x x e x    

( )fC  تمثيلها البياني المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس

 ; ,O i j 

من المجال  xبين أنه من أجل كل-أ     .1 ;0 :

'( ) ( ) ( )f x h x g x . 

على المجالfاستنتج اتجاه تغير الدالة-ب      ;0. 

limو   f(0)احسب -أ     .2 ( )
x

f x


lim)نقبل أن:     0x

x
xe


) 

 .fشكل جدول تغيرات الدالة -ب       

).بين أن المعادلة3 ) 0f x     تقبل حلا وحيدا  في المجال ;0 

1.5ثم تحقق ان  1.4  . 

( ; ; )O i j
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4  . P 21يل البياني للدالة هو التمث

2
x x   على المجال

 ;0. 

21احسب   -أ
lim ( )

2x
f x x



 
 

 
 ثم فسر النتيجة بيانيا 

أدرس الوضع النسبي للمنحنيين -ب Pو( )fC. 

أنش ئ-ج P ثم المنحنى( )fC  على المجال ;0. 

وسيطا حقيقيا، ناقش بيانيا وحسب قيم عدد حلول  m.ليكن 5

)المعادلة:   ) mf x e   في ;1. 

 

f، نعتبر الدوالعدد حقيقي موجب تمامامن أجل كل   

كما يلي:  المعرفة على المجال  xf x e 



   نرمز بِـ

 C   إلى المنحنيات الممثلة للدوالf   في معلم متعامد و

متجانس ; ,O I J. 

fأحسب نهايتي الدالة .1  عند وعند فسر بيانيا .

 النتيجة الثانية.

fأدرس اتجاه تغير الدوال .2  ل جدول تغيراتها.ثم شك 

بين أن كل المنحنيات .3 C   تمر من نقطة ثابتة يطلب

 تعيينها.

أرسم في نفس الشكل المنحنيات  .4 1C ، 2C  و 3C

. 

أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين .5 C  و C   من

0حيث  و أجل عددين حقيقيين   . 

 

المعرفة على gالدالة . نعتبر 1 ;1:كما يلي

   1 1xg x x e   

و شكل جدول تغيراتها )لا يطلب  gادرس اتجاه تغير الدالة  -أ

 حساب النهايات(.

استنتج إشارة-ب g x  بين أنه من أجل كل عدد حقيقي و

x :
1

1

xe
x




  

المعرفة على gالدالة نعتبر  .2 ;1يلي: كما 

   ln 1xf x e x   

معرفة على fاشرح لماذا الدالة  -أ  ;1؟ 

 . 1و عند عند fادرس نهايات الدالة  -ب

 (1. ) يمكن استعمال نتائج السؤالfادرس تغيرات الدالة  -جـ

ارسم بدقة المنحني -د C  الممثل للدالةf  في معلم متعامد 
 .ومتجانس

 

)بـ: المعرفة على  fلتكن الدالة  )
1

x

x

e
f x

e



 

( )C  هو التمثيل البياني للدالةf   في المستوي المنسوب إلى 

معلم متعامد و متجانس  ; ,O i j 

 . f( أ( ادرس تغيرات الدالة 1

 .فسر النتائج هندسيا.و عند عند  fب( احسب نهايات الدالة 

النقطة ( بين أن2
1

0;
2

A
 
 
 

)مركز تناظر للمنحني  )C. 

)للمنحني T عين معادلة المماس (3 )C  عند النقطةA . 

 كما يلي:   المعرفة على  g( لتكن الدالة 4

            
1 1

( ) ( )
4 2

g x x f x   

 :xأ( بين أنه من أجل كل 
2

2

( 1)
'( )

4(1 )

x

x

e
g x

e





 

  . gت الدالة ب( شكل جدول تغيرا

 . على  gج( استنتج إشارة 

)د( استنتج الوضعية النسبية للمنحني )C  و المستقيمT . 

)و  Tارسم  (5 )C. 
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 

)2  بـ: المعرفة على fلتكن الدالة  ) x xf x ae be c    

   أعداد حقيقيةc  و  a  ،bحيث 

 ( )Cمعلم  هو التمثيل البياني للدالة في المستوي المنسوب إلى

متعامد  و متجانس ; ,O i j 

)بحيث المنحني cو  a  ،b( عين 1 )C  يشمل النقطةO  

تنعدم من أجل f' و الدالة المشتقة
3

ln
4

x   و المستقيم الذي

1yمعادلته  مستقيم مقارب للمنحني( )C. 

 بـ: المعرفة على f( نعتبر الدالة 2

        2( ) 2 3 1x xf x e e   

احسبأ(  lim
x

f x


)ة للمنحني. ماذا تستنتج بالنسب  )C 

احسب lim
x

f x


 كعامل مشترك( xe) يمكن وضع

 ادرس اتجاه تغيرf  .و شكل جدول تغيراتها 

)ب(حدد نقط تقاطع المنحني )C .مع حامل محور الفواصل 

  عين معادلة المماس للمنحني( )C 0عند النقطة التي فاصلتها. 

)ج( ادرس الفروع اللانهائية للمنحني )C. 

)د( ارسم )C. 

 

  :نعتبر المعادلتين التفاضليتين

   1 : ' 2 0E y y        و 2 : 'E y y 

حل المعادلتين  -.أ1 1E  و 2E. 

للمعادلة 1fعين الحل الخاص -ب 1Eبحيث 1 ' 0 4f  

2عين الحل الخاصf للمعادلة 2Eبحيث 2 0 1f . 

بـ المعرفة على g.لتكن الدالة 2  22 x xg x e e  

 .و عند عند gادرس نهاية الدالة  -أ

 استنتج وجود مستقيم مقارب يطلب تعيين معادلته.-ب

 . gمشتقة الدالة g'احسب -ج

 .g ثم شكل جدول تغيرات g'ادرس إشارة-د

 مع محوري  g. حدد نقط تقاطع المنحني الممثل للدالة 3

 الإحداثيات.

 في معلم متعامد. g. أنش ئ المنحني الممثل للدالة 4



  كما يلي: المعرفة على fنعتبر الدالة  
1

1

x

x

e
f x x

e


 


 

 C  المنحني الممثل للدالةf    في معلم متعامد و متجانس 

 :xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي  -.أ1

 
2

1
1x

f x x
e

  


و   
2

1
1

x

x

e
f x x

e
  


  

 .وعند عند fالدالة  ادرس نهايات-ب

اللذين معادلتاهما على الترتيب 2و 1بين أن المستقيمين-ج

1y x    1وy x  لـ نمقاربا C عند وعند. 

حدد وضعية المنحني -د C1بالنسبة إلى كل من 2و. 

 فردية. fبين أن الدالة  -.أ2

على fادرس تغيرات الدالة  -ب 0;. 

، المماس للمنحني 1 ،2.ارسم3 C عند النقطة التي 

المنحني ، ثم 0فاصلتها  C. 

 

f على دالة معرفة 0; :كما يلي       1 2 xf x x e      
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( )C  هو التمثيل البياني للدالةf   في المستوي المنسوب إلى معلم

متعامد و متجانس  ; ,O i j 2الوحدةcm 

 .عند fادرس نهاية  -.أ1

2الذي معادلته  Dبين أن المستقيم -ب 2y x   مقارب

)للمنحني )C. 

)ادرس الوضعية النسبية للمنحني -ج )C  و المستقيم D. 

0xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي -.أ2 : 

            ' 2 1x xf x xe e       

0xجل كل عدد حقيقي ب استنتج أنه أ  ، ' 0f x  

حدّد  -ج ' 0f  ثم شكل جدول تغيراتf . 

)و المنحني Dارسم  -. أ3 )C. 

)من Aعين النقطة  -ب )C  يا التي يكون عندها المماس مواز

 .D للمستقيم 

 

متعامدالمستوي منسوب إلى معلم  ; ,O i j . 

المعرفة على fلتكن الدالة 0; :كما يلي 

          cos 4xf x e x 

في المعلم تمثيلها البياني الشكل الموالي هو ; ,O i j 

 

  

 

المعرفة على gنعتبر الدالة   0; بـ  xg x e 

إلى تمثيلها البياني في المعلم Cو نرمز بِـ   ; ,O i j 

من xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي -. أ1 0;: 

            x xe f x e    

 .عند fاستنتج نهاية  -ب

 . Cو  . عين إحداثيات نقط تقاطع المنحنيين2

. نعرف المتتالية3 nu بـ على
2

nu f n
 

  
 

 

بين أن المتتالية -أ nu .هندسية يطلب تعيين أساسها 

ةاستنتج اتجاه تغير المتتالي -ب nu.و ادرس تقاربها 

من xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -أ .4 0;: 

            ' cos 4 4sin 4xf x e x x     

لهما نفس المماس عند كل نقطة من  Cو  استنتج أن المنحنيين -ب

 نقط نقاطعهما.

  Tلمعامل توجيه المماس  110.أعط قيمة مقربة إلى5

عند النقطة التي فاصلتها للمنحني 
2


 

  أتمم الشكل السابق برسم المماسT و المنحني  C    . 

 

  يلي:     كما المعرفة على fنعتبر الدالة :  1الجزء

    22 1 xf x x e  و نرمز بِـ Cني في معلم إلى تمثيلها البيا

ومتجانس  متعامد  ; ,O i j 2،الوحدةcm. 

نقبل أن-. أ1
2

lim 0
xx

x

e
 احسب نهاية.f عند. 

 ؟C ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني

 .عند fاحسب نهاية  -ب

.احسب2 'f x  و ادرس إشارةf على 

 . f.شكل جدول تغيرات 3

20 1

1

x

y
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، نقطة تقاطع المنحني Aعين إحداثيات النقطة  -.أ4 C  مع

 محور الفواصل.

ادرس إشارة-ب f x  حسب قيمx . 

 :2الجزء

    : xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -أ.1

              2'' 4 2 1 xf x x e  

 . fهي الدالة المشتقة الثانية للدالة  f''حيث 

حل المعادلة -ب '' 0f x  

النقطة من المنحني B. لتكن 2 C التي فاصلتها
1

2
.عين معادلة 

للمنحني Tللمماس  C  عندB . 

.نريد دراسة وضعية المنحني 3 C بالنسبة للمماس T من أجل ،

 كما يلي: المعرفة على gذلك نعتبر الدالة 

             
2 3

g x f x x
e e

 
    

 
 

عين  -أ 'g x و ''g x. 

ادرس إشارة-ب ''g x  حسب قيمx . 

 .على g'استنتج اتجاه تغير الدالة 

استنتج إشارة -ج 'g x  ثم اتجاه تغير الدالةg على. 

عين إذن إشارة  -د g x  حسب قيمx   استنتج وضعية. 

المنحني   C بالنسبة للمماس T. 

. في المعلم4 ; ,O i j مثل النقطتين ،A  وB م المماس، ثم ارس Tو 

المنحني  C. 

 

كما يلي المعرفة على fنعتبر الدالة   1الجزء:

 
2

x xe e
f x


             

 و نرمز ب ـِ  C ا البياني في معلم متعامد ومتجانسإلى تمثيله  ; ,O i j 

 .2cm،الوحدة

.ماذا تستنتج بالنسبة للمنحنيf. ادرس شفعية الدالة 1 C؟ 

على fوتغيرات  عند fنهاية الدالة  .ادرس2 0;. 

.مثل المنحني3 C في المعلم ; ,O i j. 

إحداثياتهامن المستوي  Aنعتبر النقطة : 2الجزء 1;0 بأصغر ، نهتم

نقطة من المنحني Mحيث  AMمسافة C. 

 .AMالمسافة x.عين بدلالة  xفاصلتها  M. لتكن 1

كما يلي: المعرفة على g.نعتبر الدالة 2

 
2

2 ( )
( 1)

2

x xe e
g x x


               

احسب -أ 'g x 

احسب-ب ''g xحيث''gهي الدالة المشتقة الثانية للدالةg 

x:  ين أنه من أجل كل عدد حقيقي ب    2 2" 2x xg x e e   

 .على g'استنتج تغيرات الدالة -ج

من المجال ن أنه يوجد عدد حقيقي وحيد بي -د 0;1 

يحقق  ' 0g    0,46، ثم تحقق أن 0,47  

عين إشارة 'g x  حسب قيمx . 

و  )لا يطلب حساب النهايات عند على gالدالة  ادرس تغيرات -هـ

 ؟على  g(.ما هي القيمة الحدية الصغرى للدالة عند

من  المنحني Mد النقطةتكون صغرى عن AM.نقبل أن المسافة 3

 C التي فاصلتها.   مثل النقطةM .في الشكل 

  :أن.باستعمال بين 4 
1

1 2
2

f    

ثم          
2 21

2
4

g f f          

0,46و النتيجة  fاستعمل تغيرات  0,47  لحصر العدد g  ،

22سعتهAMاستنتج حصرا للمسافة 10 
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