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الاشتقاقية و الاستمرارية: 

أ( الاشتقاقية :

1-مشتقات دوال مالوفة 

f(x)=

(K∈R) K 

X

(n≥2 و n∈N)

cox(x)

sin(x)

0

f'(x)=

1

n x
n -1

X²-

- n
n+1

2√x

-sin(x)

cox(x)

قابلية الاشتقاق 

R

و]∞+ ;0[ ;0[]-∞

]0; + ∞[

R

2-المشتقات و العمليات على الدوال: 

u و v دالتان قابلتان للاشتقاق على مجالI منR وK عدد حقيقي:
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v
-v'
v

u'.v-u.v'
v²

v
)I لا تنعدم على v الدالة(

4-اشتقاق دالة مركبة :

)ax+b)       (a≠0(مشتقة الدالة

 √)u(xمشتقة الدالةx

 √)u(x 
f'(x)=

 )u'(x 
 √)u(x 2

الدالة 

المشتقة 

1
u+v

u'+v'

k.v

k.v'

u.v

u.v'u'.v+

u

الدوال كثيرات الحدود

R قابلة للاشتقاق على

الدوال الناطقة قابلة للاشتقاق

على كل مجال محتوى في

مجموعة التعربف

ملاحظة 

3-العلاقة بين الاشتقاقية و الاستمرارية : 

اذا كانتf قابلة للاشتقاق على مجال I, فانها مستمرة على هذا المجال و
العكس هذه الخاصية ليس صحيحا.

:v◦u مشتقة دالة-

(v◦u)'(x)=u'(x).v'[u(x)]
5-تطبيقات :

f'(x)=a.u'(ax+b)

f(x)=u(ax+b)

x
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]u(x)]ⁿ مشتق الدالة

f(x)= ]u(x)]ⁿ  

 )n u'(x  1مشتقة الدالة
]u(x)]ⁿ  

f(x)= 1
]u(x)]ⁿ  

 -)nu'(x 

]u(x)]ⁿ-¹ 

x
(n≥2 عدد طبيعي يحقق n)

f'(x)=
x

(n≥1 عدد طبيعي يحقق n)

f'(x)=
]u(x)]ⁿ+¹ 

ب( الاستمرارية: 
f دالة معرفة  على مجالIمن R ,  اذا كانت f مستمرة علىI,فان: 

يمكن رسم منحناها البياني على I دون رفعتفسيرها البياني )او الهندسي(

القلم )اليد( 

مثال برفع القلم او اليد:

امثلة دون رفع القلم:

نتائج :

الدوال المرجعية مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها .

.R هي دوال مستمرة على"sin"و "cos" الدوال كثيرات الحدود

الدوال الناطقة )حاصل قسمة كثيري حدود (هي دوال مستمرة

على كل مجال من مجموعة التعريفها.

مجموعة , جداء و تركيب دوال مستمرة هي دوال مستمرة. 
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مبرهنة :

تكون الدالةf مستمرة عند x اذا و فقط اذا:  

lim f(x)=lim f(x) = f(x )

تكون الدالةf مستمرة على مجال [a,b] اذا و فقط اذا  كانت : مستمرة

عند كل قيمة من قيم هذا المجال .  

مبرهنة القيم المتوسطة :

)K∊R( ا-الحالة العامة

:[a,b] في مجال I تقبل حلا وحيدا f(x)=kلبيان ان المعادلة

)متزايدة او متناقصة( تماما على مجال [a,b] نبين انf مستمرة و رتيبة  (1

f(a) < k< f(b)  2) نبين ان

اذا تحقق الشريطين فانه حسب م.ق.م فان معادلة  f(x)=k تقبل حلا
[a,b] في المجالα وحيدا

التفسير الهندسي لمبرهنة القيم المتوسطة :

α في نقطة واحدة فاصلتها y=k يقطع المستقيم ذو المعادلة )Cf( المنحنى

[a,b] في المجال

:)k=0(  ب-الحالة الخاصة

اذا كانت المعادلة f(x)=0 على المجال [a,b] يكفي ان نبين انها مستمرة 
.[a,b] و رتيبة تماما على مجال 

او )f(a) * f(b)< 0)lim f(a) * lim f(b) =0و ان:

التفسير الهندسي  :

المنحنى )Cf( يقطع حامل محور الفواصل في نقطة واحدة فاصلتها α في

.[a,b] مجال

ملاحظة :

[a,b] تقبل على الاقل حلا في المجال f(x)=k لبيان ان المعادلة

)f(a)< k<f(b و [a,b] يكفي ان نبين انها مستمرة على مجال

x→∞ x→∞

x→x x→x<> 0
00
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lim f(x +h)-f(x )=

f'(x) =  x  -x  
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قابلية اشتقاق دالة عند عدد حقيقي )العدد المشتق(

x  قابلة للاشتقاق عند f0

lim f(x +h) - f(x )=l
h

h→0
lim f(x) - f(x  )=l
x→x

x - x
0

0
0

0 معناه0

او

نكتب:
, x عند f يسمى العدد المشتق الدالة l 

)f'(x و نرمز له بالرمز

h
h→0 0 0 lim f(x)-f(x  ) = 0

x - x0
x→x0

f '(x )0

التفسير الهندسي للعدد المشتق:

يمثل بيانيا )او هندسيا ( معامل توجيهه مماس المنحنى )Cf( عند

) y =f(x حيث ) A(x ,y نقطة

بصيغة اخرى: يمثل بيانيا معامل توجيهه مماس المنحنى )Cf( عند النقطة

. x  ذات الفاصلة

القراءة البيانية للعدد المشتق 

يمكن ايجاد بيانيا باخذ

نقطتين A و B من هذا

المماس معلومتين

الاحداثيات فنجد:

y -y 

)Cf( اذا كان المماس للمنحنى
عند نقطة ذات الفاصلة  x موازي

لمحور الفواصل فان معامل

توجيهه معدوم اي f'(x ) =0 و

) y=f(x تكون معادلته من الشكل

000

0

0

A

B.
.(T)

(Cf)

(Cf)
(T)

0

0
A

A

B

B

0
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f(x +h) - f(x )=l
hh

 و f قابلة للاشتقاق عند x من اليمين 

f' (x )=l   عددها المشتق هو

في حالة ) l ≠l(, نقول ان f غير قابلة للاشتقاق عند  x و يكون التفسير

  )Cf( نقطة زاوية للمنحنى x  الهندسي هو ان النقطة ذات الفاصلة

نقطة زاوية  :

اذا كان : 

lim 
h→0<lim f(x +h) - f(x )=l

h→0>
12

12حيث  l  ; l عددان حقيقيان .

 f قابلة للاشتقاق عند x من اليسار فان: 

f' (x )=l   1عددها المشتق هوg

0

0

0

0 2d

1 20

ملاحظة :

المنحنى )Cf( يقبل نصفي مماسين عند نقطة الزاوية معادلتيهما :

0

y=f'(x )(x-x  )+f(x  )
x ≥ x{ d 0 0

0

y=f'(x )(x-x  )+f(x  )00 0g
x ≤ x0{

و
x0

تنبيه :

تبقى النقطة الزاوية موجودة حتى لو كانت احدى

∞النهايتين السابقتين عددا حقيقيا و اخرى 
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نقطة الانعطاف:

)f''(x ثم ندرس اشارته ,فاذا وجدنا, )f''(x نحسب المشتق الثاني

x  مغيرا اشارته ,تكون النقطة ذات الفاصلة, Df من x  انعدم عند
) E(x  ; f(x: اي , )Cf(نقطة انعطاف ل

بصفة عامة , لتعين نقطة الانعطاف ,نقوم بما يلي :

حالة خاصة: 

في بعض الحالات : يمكن تعيين نقطة

)f''(x الانعطاف دون انعدام المشتق الثاني

اذا انعدم المشتق الاول f'(x(و لم يغير اشارته

f'(x)

x x0

0

0

0

± ±
اما موجب لزوج او سالب لزوج

x  فتكون نقطة ذات الفاصلة  , Dfمن x  عند
 ))  E(x  ;f'(x: اي ,Cf نقطة انعطاف ل

00

00

ملاحظة :

في بعض الاحيان يطلب منا في تمرين دراسة وضعية

منحنى )Cf( بالنسبة الى المماس  , عند نقطة ذات

الفاصة  x  فاذا وجدنا ان )Cf( غير الوضعية بالنسبة

للمماس )قبل و بعد نقطة التماس(نستنتج النقطة

))  E(x  ; f(x :  اي )Cf(نقطة انعطاف ل x  ذات الفاصلة

0

0 0

0 0

0
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ايجاد نقطة انعطاف

دراسة الوضعية منحنى

بالنسبة للماس 

lim

f(x)-f(x )

)f''(x المشتق الثاني

المشتق الاول f'(x( ان

لم يغير اشارته
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اهم التفسيرات الهندسية للاشتقاقية :
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التفسير البياني او الهندسيالاستنتاجالنهاية

f(x +h)-f(x )= l
hh→0

lim
x→x x- x

= l

الدالة f قابلة
,x  للاشتقاق عند

وعددها المشتق

f'(x  )= lهو 

المنحنى )Cf(يقبل مماس عند

نقطة ذات الفاصلة  x,معامل

تجيهه)ميله(

 معادلته 

f'(x )= l

t: y=f'(x  )(x-x )+f(x )

0 0

0

0
0

0
000

0او

المنحنى )Cf(يقبل مماس

)موازي لمحور الفواصل (عند
نقطة ذات الفاصلة  x,معامل

f'(x )= 0تجيهه)ميله(

0

f'(x  )= 0

الدالة f قابلة
,x  للاشتقاق عند

وعددها المشتق

00هو 

0

0

lim
h→0

f(x +h)-f(x )
h

=0

او

lim f(x)-f(x )
x- x

0

0
= 0x→x0

0 0

0
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f(x)-f(x )
x- x

f(x)-f(x )

t: y=f'(x  ) معادلته 

lim
h→0

f(x +h)-f(x )
h

=l1

lim
x→x

= l1

او

0 0

0
00

<

<

الدالة f قابلة
,x  للاشتقاق عند

على اليسار و عددها

المشتق هو 

f'  (x )=l1

المنحنى )Cf(يقبل نصف مماس

x  عند نقطة ذات الفاصلة
,معادلته

t: y=f' (x  )(x-x )+f(x )

g

g

0

0 00

0

lim f(x +h)-f(x )
h

=l2
h→0>

lim
x- x = l2

x→x>

0 0

0

00

الدالة f قابلة
,x  للاشتقاق عند

على اليمين و عددها

المشتق هو 

0

f'  (x )=l2d

المنحنى )Cf(يقبل نصف مماس

x  عند نقطة ذات الفاصلة
,معادلته

t: y=f' (x  )(x-x )+f(x )0 0 0d
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g

0

d
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l1 ≠  l2
الدالة f غير قابلة
.x  للاشتقاق عند

المنحنى )Cf(يقبل نصفي مماس

x  عند نقطة ذات الفاصلة
,تسمى هذه النقطة "نقطة زاوية"

.)Cf( للمنحنى 0

0
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